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1 Einleitung
Diese Arbeit beschäftigt sich mit der Überlagerung von periodischen Strukturen. Als
Struktur wird die Füllung eines Raumes oder einer Zeit mit geeigneten Objekten be-
zeichnet. Im Raum werden dies Punktmengen sein, in der Zeit z. B. Töne. Eine Struktur
wird als periodisch bezeichnet, wenn es außer der identischen Abbildung Abbildungen
gibt, für die die Struktur invariant ist.
Eine Überlagerung von periodischen Strukturen liegt vor, wenn der Raum oder die Zeit
mehrere periodische Strukturen enthält und die Gesamtheit der Strukturen als ein Ganzes
betrachtet wird.
Es werden zunächst zwei Überlagerungsarten vorgestellt, nämlich die additive und die
subtraktive.
Als erstes werden dann Überlagerungen von einfach periodischen Strukturen, nämlich
Streifen und Ringen untersucht. Insbesondere werden Deckabbildungen solcher Überla-
gerungen betrachtet.
Den Schwerpunkt der Arbeit bilden die beiden Kapitel, in denen periodische Strukturen
auf Dreiecks- und Quadratrastern unterucht werden. Da in diesen Kapiteln sehr ähnliche
Sachverhalte behandelt werden, sind manche Untersuchungen nur in einem der Kapitel
ausführlich behandelt und im anderen nur angedeutet.
Ferner werden praktische Anwendungen der Überlagerung von periodischen Strukturen
zur Bilddarstellung beschrieben.
Auf einen Spezialfall von periodischen Strukturen, bei denen der Raum einfach und
lückenlos mit der Struktur überdeckt wird, die sog. Parkettierungen, wird hier nur am
Rande eingegangen. Außerdem beschränkt sich Arbeit ausschließlich auf zweidimensio-
nale Räume.
Es folgen nun einige periodische Strukturen und Überlagerungen von solchen Strukturen.
1.1 Periodische Strukturen in der Zeit
Reine Töne, z. B. aus Sinus-, Rechteck- oder Sägezahnschwingungen bestehend, sind
Okjekte, die eine periodische Struktur in der Zeit bilden.
1.1 Periodische Strukturen in der Zeit
Eine Überlagerung von Tönen wird als musikalische Komposition bezeichnet.
Eine spezielle Form der Überlagerung von Tönen wird als Schwebung bezeichnet. EineSchwebung
Schwebung entsteht, wenn zwei Töne, die sich in der Frequenz geringfügig unterscheiden
gleichzeitig ertönen. Da in dieser Arbeit keine akustischen Strukturen behandelt werden,
soll hier wenigstens die mathematische Behandlung der Schwebung mit Sinusschwingun-
gen ihren Platz finden 1.
Die Elongationen yi mit i ∈ {1, 2} werden durch folgende Gleichungen beschrieben:
y1 = sin(2pif1t) und y2 = sin(2pif2t) wobei f1 und f2 die Frequenzen sind und t die Zeit.
Die Überlagerung ist dann durch
y = y1 + y2 = sin(2pif1t) + sin(2pif2t)
gegeben.
Mit Hilfe eines Additionstheorems erhält man
y = 2 cos
(
2pi
f1 − f2
2
t
)
sin
(
2pi
f1 + f2
2
t
)
Dies läßt sich als eine Sinusschwingung mit der Frequenz f1+f22 und der veränderlichen
Amplitude 2 cos
(
2pi f1−f22 t
)
deuten.
Die Lautstärke wird durch V (t) = 2
∣∣∣cos(2pi f1−f22 t)∣∣∣ = 2 |cos (pi(f1 − f2)t)| dargestellt.
Beispiel: Es sei f1 = 10011s und f2 = 1000
1
s , dann ist V (t) = 2| cos(pit1s )|
Also ist V (2k+12 ) = 0 und V (k) = 2 mit k ∈ Z
D.h. innerhalb einer halben Sekunde steigt die Lautstärke von Null auf Zwei, um dann
in der nächsten halben Sekunde wieder auf Null zu fallen.
1Die Longitudinalwelle wird hier der Einfachheit halber als Transversalwelle behandelt. Die Amplituden
beider Schwingungen sollen den Wert eins haben.
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1.1.1 Simulation der Schwebung durch Grautöne
a
b
c
x
E
Emax
[       ]o/o
7,5 15
50
25
0
x
E
Emax
[       ]o/o
5 10 15
50
25
0
x
E
Emax
[       ]o/o
5 7,5 10 15
100
75
50
25
0
Abbildung 1.1: Simulation einer Schwebung
11
1.2 Periodische Strukturen im Raum
In Abbildung 1.1 auf der vorherigen Seite, werden zwei Töne durch einen Grauverlauf
dargestellt. Im Teilbild a ist oben eine Welle mit der Wellenlänge 7,5 dargestellt. Ihre
Elongationen werden als Beleuchtungsstärken gedeutet. Da es keine negativen Beleuch-
tungstärken gibt wird die größte negative Elongation der Beleuchtungsstärke  und die
größte positive Elongation % der maximalen Beleuchtungsstärke zugeordnet. Im unte-
ren Teilbild ist der Grauwert in Abhängigkeit von x dargestellt.
Teilbild b zeigt das gleiche für eine Welle mit der Wellenlänge 5.
In Teilbild c ist schließlich die Überlagerung der beiden Wellen zu sehen.
1.2 Periodische Strukturen im Raum
In dieser Arbeit werden nur Strukturen in der Ebene untersucht. Dabei wird die Ebe-
ne mit kongruenten Figuren gefüllt, so daß sich jede Figur durch Parallelverschiebung
oder Polartranslation (siehe Definition 4.1.14 auf Seite 33) auf jede andere Figur dieser
Struktur abbilden läßt.
Strukturen kommen z. B. in der Natur, bei Produkten für den Alltag, in der Bildenden
Kunst und der Architektur vor (siehe Abbildungen von 1.2 bis 1.9 auf der nächsten Seite)
Abbildung 1.2: Bienenwabena
a entnommen: http://images.google.de;
Zugriff 25.12.2009
Abbildung 1.3: Jahresringeb
b entnommen: http://www.derwesten.de/blogs/querbeet/
stories/743/; Zugriff 25.12.2009
Abbildung 1.4: Tapete Abbildung 1.5: Kleiderstoff
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Abbildung 1.6: Reiter Abbildung 1.7: Tiefe
Bilder von M.C. Escher (1898 - 1972)
Abbildung 1.8: Gebäudefassade Abbildung 1.9: Göltzschtalbrücke
Durch Überlagerungen von periodischen Strukturen können neue periodische Strukturen
entstehen, z. B. Schwebungen im akustischen Bereich. Für den räumlichen Bereich gibt
es in dieser Arbeit viele Beispiele.
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2 Überlagerungsarten
Wenn sich Elemente der Strukturen, die sich überlagern, überdecken, müssen wir zwei
Arten der Überlagerung unterscheiden:
• Die additive Überlagerung
• Die subtraktive Überlagerung
2.1 Additive Überlagerung
Bei der additiven Überlagung wird eine weiße Fläche mit Licht mehrerer Quellen be-
strahlt. Die durch die einzelnen Lichtquellen auf dieser Fläche erzeugten Beleuchtungs-
stärken (Begriffserklärung siehe 11.1 auf Seite 127) addieren sich dabei. Außerdem werden
die Farben additiv gemischt.
Abbildung 2.1: additive Überlagerung im Auge
• Diese Überlagerung kann im Auge stattfinden. In Abbildung 2.1, sieht man links Überlagerung im
Augeeine blaue und rechts eine rote Fläche. Die mittlere Fläche setzt sich aus zufäl-
lig verteilten roten (%) und blauen (%) Flächen zusammen, wie man bei der
Betrachtung aus der Nähe sieht. Aus größerer Entfernung erscheint die Fläche vio-
lett, wie es der additiven Farbmischung entspricht. Die Technik, ein Bild aus kleinen
Farbflächen zusammenzusetzen, wurde im Pointilismus (Begrifferklärung siehe 11.1
auf Seite 127) angewendet.
Abbildung 2.2, zeigt ein Gemälde von Paul Signac, das in dieser Technik gemalt
wurde.
Abbildung 2.2: Paul Signac: Das Frühstück (1886/87)
2.2 Subtraktive Überlagerung
• Die Überlagerung kann aber auch auf einer weißen Fläche erfolgen, wenn Licht
verschiedener Farben auf denselben Teil der Fläche trifft.
Abbildung 2.3: Additive Überlagerung
0,5 · 0 · 0 1 · 0 · 0 1 · 0 · 0 0 · 0,5 · 0 0 · 1 · 0 0 · 0 · 0.5
1 · 0 · 0 1 · 1 · 0 1 · 0 · 1 0 · 1 · 0 0 · 1 · 1 0 · 0 · 1
0,5 · 0 · 0 0 · 1 · 0 0 · 0 · 1 0 · 0,5 · 0 0 · 0 · 1 0 · 0 · 0,5
Tabelle 2.1: Färbung der Felder in der Abbildung 2.3
(Die Zahlen stellen die Farbanteile im rgb-System dar.)
2.2 Subtraktive Überlagerung
Die subtraktive Überlagerung entsteht durch Absorption, wenn Licht mehrere Schichten
durchdringt. Farben werden hierbei subtraktiv gemischt. Die übliche Bezeichung subtrak-
tive Mischung ist nicht zutreffend. Man sollte besser von Entmischung sprechen. Beim
Durchgang durch eine farbige Schicht (Farbfilter) werden von Spektrum des einfallen-
den Lichtes Teile unterschiedlich stark geschwächt. Vom eingestrahlten Licht wird beim
Passieren mehrerer Schichten in jeder Schicht ein Teil absorbiert (siehe Abbildung 2.4).
Abbildung 2.4: Durchgang des Lichts durch absorbierende Schichten (weiße ungefüllte
Rechtecke). Die Größe des Lichtstroms (Begriffserklärung siehe 11.1 auf
Seite 127) wird durch die Breite der gefüllten Rechtecke dargestellt
Die Abbildung 2.5 zeigt das Spektrum des weißen Lichts in vereinfachter Darstellung. Den
drei additiven Grundfarben (Rot, Grün und Blau) und den drei subtraktiven Grundfar-
ben (Cyan, Gelb und Magenta) werden gleichgroße Sektoren zugewiesen.
Abbildung 2.5: idealisierter Farbkreis
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Läßt man dieses weiße Licht durch die im Negativ-Positiv-Prozeß der Farbfotografie ver-
wendeten Filter gehen, so werden Teile des Spektrums geschwächt, andere hingegen wenig
beeinflußt. Die Wirkung der Filter zeigt die Abbildung 2.6. Die herausgefilterten Anteile
sind in der Abbildung schwarz dargestellt.
Cyanfilter Gelbfilter Magentafilter
Abbildung 2.6: Wirkung der Farbfilter
In den folgenden zwei Kapiteln werden einfach periodische Strukturen untersucht und
zwar in Kapitel 3 die Überlagerungen von Streifen und in Kapitel 4 die Überlagerung
von Kreisringen. Bei den in diesen Kapiteln untersuchten Strukturen überdecken sich die
Elemente der überlagerten Strukturen.
Definition 2.2.1 Eine Struktur heißt einfach periodisch, wenn es genau eine zyklische einfach periodisch
Gruppe von Verschiebungen gibt, so daß die Anwendung eines Elementes dieser Gruppe, eine
Deckabbildung für die Struktur ist. Die Gruppe ist isomorph zur additiven Gruppe der ganzen
Zahlen. Es existiert dann ein kürzester Vektor (Minimalvektor), so daß die Verschiebung mit
diesem Vektor eine Deckabbildung für die Struktur ist.
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3 Strukturen aus Streifen
In diesem Kapitel soll die Überlagerung von Strukturen aus Streifen untersucht werden.
Zunächst werden parallele Streifenscharen betrachtet. Es werden Deckabbildungen sol-
cher Überlagerungen aufgezeigt. Ein Schwerpunkt ist die Helligkeitsverteilung in diesen
Überlagerungen. Am Schluß wird noch eine Überlagerung von nicht paralleleln Streifen-
scharen gezeigt.
3.1 Definitionen
Zu Beginn werden Definitionen der in diesem Kaptitel benutzten Begriffe vorgestelllt.
Definition 3.1.1 Als Streifen wird ein Bereich der Ebene bezeichnet, der zwischen zwei Streifen
parallelen Geraden liegt. Der Abstand der Geraden heißt Dicke des Streifens. Sie wird mit d Streifendicke
bezeichnet und in cm gemessen.
Definition 3.1.2 Die Mittelparallele eines Streifens wird als Referenzgerade bezeichnet. Referenzgerade
Definition 3.1.3 Zwei Streifen heißen parallel, wenn ihre Referenzgeraden parallel sind. parallele Streifen
Definition 3.1.4 Zwei parallele Streifen heißen benachbart, wenn zwischen ihnen kein Strei- benachbarte
Streifenfen verläuft.
Definition 3.1.5 Der Abstand der Referenzgeraden von parallelen Streifen wird als ihr Ab- Abstand von
Streifenstand bezeichnet. Der Abstand wird mit a bezeichnet und in cm gemessen.
Definition 3.1.6 Eine unendliche Menge von zueinander parallelen Streifen mit gleicher
Dicke wird als Streifenschar bezeichnet, wenn alle zu einander benachbarten Streifen den Streifenschar
gleichen Abstand haben.
Definition 3.1.7 Der Kehrwert des Abstandes a wird Frequenz genannt, mit f bezeichnet Frequenz
und in 1cm gemessen. Es gilt also f =
1
a .
Definition 3.1.8 Streifenscharen, die aus parallelen Streifen bestehen, heißen parallel, wenn parallele
Streifenscharendie Referenzgeraden der Streifen, aus denen sie bestehen, parallel zu einander sind.
3.2 Überlagerung von parallelen Scharen aus Streifen gleicher Beleuchtungsstärke
d
Referenzgerade
d = Dicke des Streifens
Abbildung 3.1: Streifen
a
a = Abstand der Streifen
Abbildung 3.2: Streifenschar
3.2 Überlagerung von parallelen Scharen aus Streifen
gleicher Beleuchtungsstärke
Definition 3.2.1 Die Gesamtheit aller Streifen, die mindestens zwei Streifenscharen ange-Überlagerung von
Streifenscharen hören, heißt Überlagerung dieser Streifenscharen.
Definition 3.2.2 {S1...Sn} sei eine Menge von parallelen Streifenscharen. Die Streifen in
Si mögen den Abstand ai mit 1 ≤ i ≤ n haben, wobei die ai kommensurabel sind. ki mitPeriodenlänge
einer Streifen-
scharüberlagerung
1 ≤ i ≤ n seien die kleinsten natürlichen Zahlen, für die gilt k1a1 = k2a2 = . . . knan = pi,
dann heißt pi Periodenlänge der Überlagerung aus diesen Streifenscharen.
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3 Strukturen aus Streifen
Um die Lage der Streifen zu beschreiben, wird eine x-Achse, senkrecht zu den Referenz-
geraden, eingeführt.
Definition 3.2.3 Der Teil der Ebene, der durch zwei Referenzgeraden einer Streifenschar-
überlagerung mit dem Abstand pi begrenzt wird, heißt eine Periode der Streifenschar. Dabei Periode
soll jeweils die linke Referenzgerade zur Periode gehören.
Um die Lage der Streifen zu beschreiben, wird eine x-Achse, senkrecht zu den Referenz-
geraden, eingeführt.
Bei allen Streifenscharen soll sich an der Stelle x = 0 ein Streifen befinden.
Die Abbildung 3.3 zeigt einen Ausschnitt aus einer Überlagerung von zwei Scharen grauer
Streifen, die auf eine weiße Fläche projiziert werden. Die Dicke der Streifen beträgt
, cm.
Die Referenzgeraden der einen Schar sind Geraden mit den Gleichungen
x = z · 0, 1
die der anderen Geraden mit den Gleichungen
x = z · 0, 12
mit z ∈ Z. Die Beleuchtungsstärke E der Streifen ist gleich und zwar 50% der maximalen
Beleuchtungsstärke Emax.
Die Periodenlänge ist gemäß Definition 3.2.2 auf der vorherigen Seite pi = 0, 6 cm. Die
Schwankungen der Beleuchtungsstärke ist in Abbildung 3.3 deutlich erkennbar.
x
Abbildung 3.3: Überlagerung zweier paralleler, gleichheller Streifenscharen
(Originalgröße)
Streifenbreite d = 0, 02 cm, Frequenzen f1 = 10 1cm(a1 = 0, 1 cm) und
f2 =
25
3
1
cm(a2 = 0.12 cm)
Satz 3.2.1 Ein Streifen L wird durch Parallelverschiebung senkrecht zur Richtung von L
wieder auf einen Streifen L abgebildet. Beträgt die Länge des Verschiebungsvektors l, so
haben der Streifen und sein Bild den Abstand l.
21
3.2 Überlagerung von parallelen Scharen aus Streifen gleicher Beleuchtungsstärke
Beweis 3.2.1 Jede Gerade wird durch eine Parallelverschiebung senkrecht zur Richtung der
Geraden wieder auf eine Gerade abgebildet, die von der Urgeraden den Abstand l hat. Also
gilt das auch für die Referenzgerade g von L. Diese möge die Gleichung x = b haben. g hat
also die Gleichung x = b + l. L möge die Dicke d haben. Dann haben die beiden Geraden,
die L begrenzen, die Gleichungen x = b − d2 und x = b + d2 . Ihre Bilder haben somit die
Gleichungen x = b − d2 + l und x = b + d2 + l. Gehört ein Punkt P zu L, so gilt für seine
Abszisse xP b− d2 ≤ xP ≤ b+ d2 ⇒ b+l− d2 ≤ xp+l ≤ b+l+ d2 ⇒ b+l− d2 ≤ xP ≤ b+l+ d2 .
P gehört also zu einem Streifen mit der Breite d und der Referenzgeraden mit der Gleichung
x = b+ l. Das ist das Bild L von L.
Satz 3.2.2 Die Parallelverschiebung um die Länge pi senkrecht zu den Streifen einer Strei-
fenüberlagerung ist eine Deckabbildung für jede Streifenschar der Überlagerung, also auch für
die gesamte Überlagerung.
Beweis 3.2.2 Es sei x = z ·a ein Streifen der Überlagerung, dann hat sein Bild die Gleichung
x = z · a+ pi = z · a+ k · a = z∗ · a. Das Bild ist also wieder ein Streifen der Schar.
Satz 3.2.3 Die Überlagerung ist achsensymmetrisch zu allen Geraden mit den Gleichungen
x = v · pi2 mit v ∈ Z
Beweis 3.2.3 x = b sei die Gleichung der Referenzgeraden eines Streifens einer Schar.
Spiegelt man sie an einer Geraden mit der Gleichung x = v · pi2 mit v ∈ Z, so hat die
Bildgerade die Gleichung x = v · pi− b = b. Es ist b = z · a, wobei a der Abstand der Streifen
ist und z ∈ Z. Also gilt b = v · pi− z · a = v · k · a− z · a = z∗ · a. Die Bildgerade gehört also
wieder der Schar an.
Die Spiegelung an der Geraden x = v · pi2 ist also eine Deckabbildung für jede Streifenschar
der Überlagerung, also auch für die gesamte Überlagerung.
Die Abbildung 3.4 auf der nächsten Seite, zeigt die -fache Vergrößerung einer Periode
der Überlagerung aus Abbildung 3.3 auf der vorherigen Seite.
Um die Streifen der beiden Scharen unterscheiden zu können, haben die Rechtecke, die sie
darstellen, verschiedene Höhen. An der Stelle x = 0 liegen Streifen von beiden Scharen.
Deshalb addieren sich dort die Beleuchtungsstärken.
Das grüne Quadrat stellt eine Meßsonde für die Beleuchtungsstärke mit der Kantenlänge
0, 04 cm dar. Der gemessene Wert beträgt 100%, wenn auf der gesamten Sonde E = Emax
ist. Die Abbildung 3.5 auf der nächsten Seite, zeigt die von der Sonde gemessenen Werte,
wenn sie senkrecht zu den Streifen bewegt wird. Für die Abszisse wird der Mittelpunkt
der Sonde genommen. In Abbildung 3.6 auf der nächsten Seite, sind die mit einer Sonde
von 0,02 cm Kantenlänge gemessenen Werte dargestellt.
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x
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
Abbildung 3.4: -fache Vergrößerung einer Periode von Abbildung 3.3 auf Seite 21.
x
E
E max
[ o/o ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
0
12,5
25,0
37,5
50,0
Abbildung 3.5: relative Beleuchtungstärke in Prozent, große Sonde
x
E
E max
[ o/o ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6
0
25
50
75
100
Abbildung 3.6: relative Beleuchtungstärke in Prozent, kleine Sonde
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Verteilung der Beleuchtungsstärke in einer speziellen Überlagerung
Für die folgenden Untersuchungen wird ein Satz aus der Zahlentheorie über simultane
Kongruenzen verwendet.
Satz 3.2.4 (Hauptsatz über simultane Kongruenzen, auch chinesischer Restsatz genannt)simultane
Kongruenzen Ist m =
∏n
i=1mi mit paarweise teilerfremden mi (1 ≤ i ≤ n), so ist das Kongruenzensystem
x ≡ ai mod mi mit 1 ≤ i ≤ n für beliebig vorgegebene ganze ai durch genau eine Restklasse
x ≡ a mod m lösbar.
Beweis 3.2.4 Der Beweis ist in [12] und vielen anderen Werken über Zahlentheorie zu
finden.
Satz 3.2.5 Gegeben sei eine Überlagerung von n Scharen paralleler Streifen der Breite d mit
den Abständen a = pi · d wobei pi mit 1 ≤ i ≤ n die i-te Primzahl ist.
Jeder Streifen hat die Beleuchtungsstärke E1 = Emaxn , wobei Emax die maximale Beleuch-
tungstärke ist. Dann gibt es in einer Periode der Überlagerung für jedes j mit 0 ≤ j ≤ n
Bereiche mit der Beleuchtungsstärke Ej = j · E1.
Beweis 3.2.5 Die Streifen der Schar mit ai = pi · d liegen an den Stellen x, an denen
x ≡ 0 mod pi ist. Es sei Pn{pi|1 ≤ i ≤ n} die Menge der ersten n Primzahlen und P ⊆ Pn
eine Teilmenge von Pn mit j Elementen (1 ≤ j ≤ n).
Nach Satz 3.2.4 gibt es in jeder Periode für jedes p ∈ P ein x mit
x ≡ 0 mod p für p ∈ P und x 6≡ 0 mod p für p ∈ Pn \ P.
Z.B. x ≡ 0 mod p für p ∈ P und x ≡ 1 für p ∈ Pn \ P. An diesen Stellen gilt also für die
Beleuchtungstärke E = j · E1.
Definition 3.2.4 Im Folgenden gelte qi = pi − 1 und Q =
∏n
i=1 qi
Für die Sätze 3.2.6 und 3.2.7 auf der nächsten Seite, gilt das Folgende: Gegeben sei eine
Überlagerung von n Scharen paralleler Streifen der Dicke d mit den Abständen a = pi ·d,
wobei pi mit 1 ≤ i ≤ n die i-te Primzahl ist. Jeder Streifen hat die Beleuchtungsstärke
E1 =
Emax
n , wobei Emax die maximale Beleuchtungstärke ist.
Satz 3.2.6 In einer Periode kommen genau
∏n
i=1 qi Stellen x mit der Beleuchtungsstärke
E = 0 vor.
Beweis 3.2.6 Es sei pi die i-te Primzahl
Gegeben sei das System
x ≡ ai mod pi mit 1 ≤ i ≤ n
Es gibt dann genau qi Restklassen ai mod pi, für die gilt ai 6≡ 0 mod pi.
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Damit an einer Stelle x die Beleuchtungsstärke Null ist, müssen alle ai 6≡ 0 mod pi mit
0 ≤ i ≤ n sein. Das trifft für genau ∏ni=1 qi Stellen zu.
Satz 3.2.7 In einer Periode kommen genau
∑n
j=1
Q
qj
Stellen x mit der Beleuchtungsstärke
E = E1 vor.
Beweis 3.2.7 Für ein i mit 1 ≤ i ≤ n gibt es in einer Periode genau Qqi Stellen x mit
x ≡ 0 mod pi und x 6≡ 0 mod pj für j 6= i
Dort ist die Beleuchtungsstärke E = E1.
Insgesamt gibt es also in einer Periode
∑n
i=1
Q
qi
Stellen, an denen im System
x ≡ ai mod pi
genau ein ai gleich Null ist.
Es sollen nun die in den Sätzen 3.2.6 auf der vorherigen Seite und 3.2.7, behandelten Spezi-
alfälle verallgemeinert werden.
Satz 3.2.8 In einer Periode kommen genau kn,z Stellen vor, an denen für die Beleuchtungs-
stärke gilt E = zE1. Dabei ist
kn,z =
z+1∑
i1=1
qi1
z+2∑
i2=i1+1
qi2
z+3∑
i3=i2+1
qi3 . . .
n−2∑
in−2=in−3+1
qin−2
n−1∑
in−1=in−2+1
qin−1
n∑
in=in−1+1
qin , falls z < n. (3.1)
Für z = n gilt kn,n = 1
Beispiel für n = 2
z = 0⇒ k2,0 =
1∑
i1=1
qi1
2∑
i2=2
qi2 = q1 · q2 = 1 · 2 = 2
z = 1⇒ k2,1 =
2∑
i1=1
qi1 = q1 + q2 = 1 + 2 = 3
z = 2⇒ k2,2 = 1
x mod 6 0 1 2 3 4 5
x mod 2 0 1 0 1 0 1
x mod 3 0 1 2 0 1 2
Tabelle 3.1: für n=2
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Beispiel für n = 3
z = 0⇒ k3,0 =
1∑
i1=1
qi1
2∑
i2=2
qi2
3∑
i3=3
qi3 = q1 · q2 · q3 = 1 · 2 · 3 = 6
z = 1⇒ k3,1 =
2∑
i1=1
qi1
3∑
i2=i1+1
qi2 = q1 · (q2 + q3) + q2 · q3 = 1 · (2 + 4) + 2 · 4 = 14
z = 2⇒ k3,2 =
3∑
i1=1
qi1 = q1 + q2 + q3 = 1 + 2 + 4 = 7
z = 3⇒ k3,3 = 1
x mod 30 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
x mod 2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
x mod 3 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
x mod 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tabelle 3.2: für n=3
In den Tabellen 3.1 auf der vorherigen Seite und 3.2, sind für alle Restklassen mod
∏n
i=1 pi
die Restklassen modpi für 1 ≤ i ≤ n dargestellt. Die Spalten in den Tabellen sind, wie in
den Gleichungen über den Tabellen, für jeden z-Wert gleichgefärbt.
Beweis 3.2.8 Der Beweis wird mit vollständiger Induktion, zunächst nach n und dann nach
z, durchgeführt.
Induktionsanfang: Die Gleichung 3.1 auf der vorherigen Seite, ist richtig für n = 1 und z =
0, denn es gilt
k1,0 =
1∑
i1=1
qi1 = q1 = 1
Es liegt nur eine Streifenschar vor mit a = 2. Die Streifen liegen an den Stellen wo x ≡
0 mod 2 ist. Innerhalb einer Periode gibt es also eine Stelle, wo die Beleuchtungsstärke gleich
Null ist, nämlich dort wo x ≡ 1 mod 2 ist.
Schluß von n auf n + 1: Es wird angenommen, daß die Gleichung 3.1 auf der vorherigen
Seite, für ein n und z = 0 gilt. Sie hat dann die Form:
kn,0 =
1∑
i1=1
qi1
2∑
i2=2
qi2 · · ·
n−1∑
in−1=n−1
qn−1
n∑
in=n
qin = q1q2 . . . qn−1qn
Die Periode pin , die betrachtet wird, hat die Länge
∏n
i=1 pi.
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Wird jetzt die nächste Primzahl pn+1 hinzugenommen, so hat die zu betrachtende Periode
pin+1 die Länge (
∏n
i=1 pi) · pn =
∏n+1
i=1 pi. Sie besteht aus pn+1 Perioden der Länge
∏n
i=1 pi.
In ihr gibt es zu jedem x 6≡ 0 mod pi (für alle i mit 1 ≤ i ≤ n) qn+1 Stellen, an denen auch
x 6≡ 0 mod pi+1 ist.
Es gilt also:
kn,0 · qn+1 =
(
n∏
i=1
qi
)
· qn+1 =
n+1∏
i=1
qi = q1q2 . . . qnqn+1 =
1∑
i1=1
qi1
2∑
i2=2
qi2 · · ·
n∑
in=n
qn
n+1∑
in+1=n+1
qin+1 = kn+1,0
Also gilt Gleichung 3.1 auf Seite 25 für alle n und z = 0.
kn,z =
z+1∑
i1=1
qi1
z+2∑
i2=i1+1
qi2
z+3∑
i3=i1+1
qi3 . . .
n−2∑
in−2=in−3+1
qin−2
n−1∑
in−1=in−2+1
qin−1
n∑
in=in−1+1
qin (3.2)
⇓ ⇓ ⇓ ⇓ ⇓
kn,z+1 =
z+2∑
i1=1
qi1
z+3∑
i2=i1+1
qi2
z+4∑
i3=i1+1
qi3 . . .
n−1∑
in−2=in−3+1
qin−2
n∑
in=in−2+1
qin−1 (3.3)
Der Übergang von z nach z+1 geschieht dadurch, daß in den oberen Grenzen der Summen z
durch z+ 1 ersetzt wird. Dadurch wird der Wert n einen Faktor früher erreicht. Das Produkt
kn,z+1 hat also einen Faktor weniger als kn,z. Setzt man für z + 1 z∗ und schreibt dann für
z∗ wieder z, so erkennt man, daß die Gleichung 3.1 auf Seite 25, auch für z + 1 gilt.
Die Gleichung 3.1 auf Seite 25, läßt sich durch einen Baum darstellen. Dieser Baum ist in
Abbildung 3.7 auf der nächsten Seite, für n = 7 und z = 3 zu sehen. Der Baum enthält
mit qi gewichtete Knoten. Die Werte der Gewichte qi für i ≥ 1 sind in Definition 3.2.4 auf
Seite 24, angegeben. Für q0 wird gesetzt: q0 = 1. kn,z erhält man, indem auf jedem Weg von
der Wurzel zu einem Blatt die Knotengewichte multipliziert und die Produkte addiert.
Für n = 7 und z = 3 wird dies durch Abbildung 3.7 auf der nächsten Seite, gezeigt. Der
Übergang von z = 3 zu z = 4 ist in Abbildung 3.8 auf Seite 29, zu sehen. Die roten Knoten
stellen die im Graphen für z = 3 entfallenden Blätter dar. Die grünen Knoten werden danach
hinzugefügt. Der Graph für z = 4 enthält denn die weißen und die grünen Knoten.
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q1
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q5 q6
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q5 q6
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Abbildung 3.7: n = 7, z = 3
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Abbildung 3.8: Übergang von n = 7, z = 3 nach n = 7, z = 4
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3.3 Nichtparallele Scharen
Abbildung 3.9: Überlagerung von drei nicht parallelen Streifenscharen, Originalgröße
Abbildung 3.10: Überlagerung von drei nicht parallelen Streifenscharen, vergrößert
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Die Überlagerung von Ringscharen ist Gegenstand dieses Kapitels. Im ersten Teil werden
konzentrische Ringscharen betrachtet. In diesem Zusammenhang wird eine Abbildung
Polartranslation definiert, um eine Decküberführung für Ringscharen zu erzeugen.
In einem zweiten Teil werden Überlagerungen von nicht konzentrischen Ringscharen be-
handelt.
4.1 Überlagerungen von konzentrischen Ringscharen
Definition 4.1.1 Der Bereich zwischen zwei konzentrischen Kreisen wird als Ring bezeich- Ring
net.
d
Außenkreis
Referenzkreis
Innenkreis
Mittelpunkt
r
r
r
i
a
Abbildung 4.1: Ring
Definition 4.1.2 Der Mittelpunkt der Kreise, die den Ring begrenzen heißt Mittelpunkt Ringmittelpunkt
des Rings.
Definition 4.1.3 Haben die Kreise, die einen Ring begrenzen, die Radien ra und ri, dann
4.1 Überlagerungen von konzentrischen Ringscharen
wird d = ra − ri die Ringdicke genannt. Die Ringdicke wird in cm gemessen.Ringdicke
Definition 4.1.4 Haben die Kreise, die einen Ring begrenzen die Radien ra und ri mit
ra > ri, dann wird der Kreis mit dem Radius r = ra+ri2 , dessen Mittelpunkt der MittelpunktReferenzkreis
des Rings ist als Referenzkreis bezeichnet. Der Kreis mit dem Radius ra wird als AußenkreisAußenkreis
und der Kreis mit dem Radius ri als Innenkreis des Rings bezeichnet.Innenkreis
(siehe Abbildung 4.1 auf der vorherigen Seite)
Definition 4.1.5 Der Radius R des Referenzkreises eines Rings wird als Radius des RingsRingradius
bezeichnet.
Definition 4.1.6 Zwei Ringe heißen konzentrisch, wenn ihre Referenzkreise konzentrischkonzentrische
Ringe sind.
Definition 4.1.7 Haben die Referenzkreise zweier konzentrischer Ringe die Radien r1 undAbstand von
Ringen r2, dann wird a = |r1−r2| der Abstand der Ringe genannt. Der Abstand wird in cm gemessen.
Definition 4.1.8 Zwei konzentrische Ringe mit den Radien r1 und r2 mit r1 < r2 heißen
benachbart, wenn es keinen Ring gibt, für dessen Radius r gilt r1 ≤ r ≤ r2.benachbarte Ringe
Definition 4.1.9 Eine unendliche Menge von konzentrischen Ringen gleicher Dicke d, bei
denen je zwei benachbarte den gleichen Abstand haben und deren kleinster Ring den Radius
r = d2 hat, heißt Ringschar.Ringschar
Definition 4.1.10 Der Mittelpunkt der Referenzkreise einer Ringschar wird MittelpunktMittelpunkt der
Ringschar der Ringschar genannt.
Definition 4.1.11 Der Kehrwert des Abstandes a zweier benachbarter Ringe einer Ring-
schar heißt Frequenz, wird mit f bezeichnet und in 1cm gemessen. Es gilt also f =
1
a .Frequenz
Definition 4.1.12 Zwei verschiedene Ringscharen heißen konzentrisch, wenn ein Ring derkonzentrische
Ringscharen einen Schar konzentrisch zu einem Ring der anderen Schar ist..
Definition 4.1.13 Die Gesamtheit aller Ringe in mindestens zwei konzentrischen Ringscha-Überlagerung von
Ringscharen ren wird als Überlagerung dieser Ringscharen bezeichnet.
In Abbildung 4.2 auf der nächsten Seite sind drei Perioden einer Überlagerung aus zwei
konzentrischen Ringscharen zu sehen. Die eine Ringschar wurde mit rotem, die andere
mit grünem Licht auf eine weiße Fläche projiziert.
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Abbildung 4.2: Überlagerung von  konzentrischen Ringscharen in den Farben rot und
grün. Dicke d = 0, 1 cm, Frequenzen frot = 5 1cm(arot = 0, 2 cm) und
fgrün = 4
1
cm(agrün = 0, 25 cm) Der kleinste Ring hat den Radius r =
d
2 .
Er ist zu einem Vollkreis entartet.
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75
Abbildung 4.3: Anordnung der Ringe in Abbildung 4.2
In Abbildung 4.3 wird die Anordnung der Ringe gezeigt. Die grünen Rechtecke stellen
die grünen Ringe dar, die roten die roten Ringe. Die gelben Rechtecke stellen die durch
Überlagerung entstandenen gelben Ringe dar. Die schwarzen Linien im Inneren reprä-
sentieren die Referenzkreise der Ringe. Die Zahlen (gemessen in cm) geben die Radien
der Referenzkreise an.
Definition 4.1.14 Eine Abbildung A heißt Polartranslation, wenn durch sie jeder Punkt Polartranslation
P der Ebene mit den Polarkoordinaten ρ 6= 0 und ϕ auf einen Punkt P der Ebene mit den
Koordinaten ρ = ρ+ t und ϕ = ϕ abgebildet wird, wobei t ∈ R ist. t wird Verschiebungswert Verschiebungswert
genannt. Der Punkt mit ρ = 0 hat kein Bild.
Satz 4.1.1 Ein Ring A mit dem Radius r und der Dicke d wird durch eine Polartranslation
mit dem Verschiebungswert t auf einen Ring A mit dem Radius r = r + t abgebildet, wenn
r − d2 > 0 gilt.
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Beweis 4.1.1 Es sei Pi(ρi/ϕi) ein Punkt auf dem Innenkreis von A, Pm(ρm/ϕm) auf seinem
Referenzkreis und Pa(ρa/ϕa) auf seinem Außenkreis. Dann gilt für die Bilder dieser Punkte,
die durch Polartranslation mit dem Verschiebungswert t des Rings entstehen, P i(ρi/ϕi),
Pm(ρm/ϕm), P a(ρa/ϕa), mit ρi = ρi + t, ρm = ρm + t und ρa = ρa + t. Liegt ein Punkt
P (ρ/ϕ) im Inneren von A, so gilt ρi < ρ < ρa ⇒ ρi + t < ρ + t < ρa + t ⇒ ρi < ρ < ρa.
Das bedeutet, daß P in A liegt. Für einen Punkt Pm(ρm/ϕ) auf dem Referenzkreis von A
gilt ρm =
ρa+ρi
2 =
ρa+t+ρi+t
2 =
ρa+ρi
2 + t = ρm+ t. Der Referenzkreis von A ist also das Bild
des Referenzkreises von A. In Tabelle 4.1 wird dieser Sachverhalt noch einmal übersichtlich
dargestellt.
Urfigur Bildfigur
Pi(ρi/ϕi) P i(ρi + t/ϕi)
Pm(ρm/ϕm) Pm(ρm + t/ϕm)
Pa(ρa/ϕa) P a(ρa + t/ϕa)
Tabelle 4.1: Abbildungen von Punkten eines Ringes durch Polartranslation
Satz 4.1.2 Gegeben sei eine Schar S konzentrischer Ringe. Wendet man auf einen Ring A
dieser Schar mit r > d2 eine Polartranslation mit t = n2 · a (wobei n2 ∈ N ist und a der
Abstand benachbarter Ringe) an, so ist das Bild A von A wieder ein Ring in S, dessen Radius
um t größer ist als der von A.
Beweis 4.1.2 Ein Ring der Schar hat den Radius r = d2 + n1 · a (wobei n1 ∈ N ist und a
der Abstand benachbarter Ringe). Sein Bild ist nach Satz 4.1.1 auf der vorherigen Seite ein
Ring mit dem Radius r = r+ t = d2 +n1 · a+n2 · a = d2 +n∗ · a mit n∗ = n1 +n2. Das Bild
des Ringes ist also wieder ein Ring der Schar.
Definition 4.1.15 Die Verkettung einer Abbildung A mit einer weiteren Operation T auf
R×R wird als Überführung bezeichnet und durch U dargestellt. Solche Operationen könnenÜberführung
z.B. Löschen eines Teils einer Figur oder Hinzufügen von neuen Teilen sein.
Definition 4.1.16 Es seiM eine Punktmenge. Eine Überführung U heißt Decküberführung,Decküberführung
wenn für jeden Punkt P ∈M gilt: P ∈M.
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a a a a a
0 1 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13
a a a a a
0 1 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13
a a a a a
0 1 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13
a a a a a
a) Ringschar am Anfang
b) Ringschar nach Entfernen des Rings mit dem kleinsten Radius
c) Ringschar nach Anwenden der Polartranslation mit t = 2a
d) Ringschar nach Einfügen von drei Ringen
Abbildung 4.4: Anwendung der Überführung U auf eine Ringschar
Die Abbildung 4.4 zeigt die drei Schritte bei der Anwendung der Überführung U auf eine
Ringschar. In a) ist die Ringschar vor Anwendung der Überführung zu sehen. Die grauen
Felder stellen die Ringe der Dicke d im Abstand a dar. In b) ist die Schar nach Entfernen
des innersten Ringes zu sehen. c) zeigt die Schar nach Ausführung der Polartranslation.
Und schließlich in d) im Endzustend nach Einfügen der Ringe, hier rot dargestellt.
Satz 4.1.3 Für eine Schar S konzentrischer Ringe ist die Überführung U = B◦ T ◦ A1 (wobei
A das Entfernen des Ringes mit dem Radius d2 , T eine Polartranslation mit t = n · a, n ∈ N
ist und B das Hinzufügen von n + 1 Ringen mit den Radien ri = d2 + i · a mit 0 ≤ i ≤ n),
eine Decküberführung.
Beweis 4.1.3 T (A) enthält alle Ringe von S außer dem innersten. T (A(S)) enthält alle
Ringe von S außer den n + 1 innersten. Nach Einfügen der n + 1 Ringe ist (B(T (A(S)))
kongrugent zu S.
Im nächsten Abschnitt wird ein Beispiel für die Überlagerung von zwei nicht konzentri-
schen Ringscharen vorgestellt.
1 In B ◦ T ◦ A wird zuerst A, dann T und zum Schluß B ausgeführt.
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4.2 Überlagerungen von nicht konzentrischen Ringscharen
Es werden zwei nicht konzentrische Ringscharen überlagert. Dadurch entstehen Bogen-
vierecke (siehe Abbildung 4.5). Die roten Bogen sind Ausschnitte aus den Referenzkreisen.Referenzpunkt des
Bogenvierecks Der Schnittpunkt der Referenzkreise heißt Referenzpunkt des Bogenvierecks.
Diese Referenzpunkte werden als farbige gefüllte Kreise dargestellt.
In Abbildung 4.6 liegen gleichfarbige Referenzpunkte auf Ellipsen, denn die Summe der
Entfernungen von den Punkten F1 und F2 ist konstant. F1 und F2 sind die Brennpunkte
der Ellipse.
In Abbildung 4.7 auf der nächsten Seite liegen gleichfarbige Referenzpunkte auf Hyper-
beln, denn die Differenz der Entfernungen von den Punkten F1 und F2 ist konstant. F1
und F2 sind die Brennpunkte der Hyperbel.
Abbildung 4.5: Bogenviereck
F F1 2Abbildung 4.6: Ellipsen
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F F1 2Abbildung 4.7: Hyperbeln2
Haben die Brennpunkte die Entfernung 2e, so haben die Ellipsen die Gleichungen
x2
c2
+
y2
d2
= 1 mit d2 = c2 − e2 und c = k · a mit a ∈ N
und die Hyperbeln die Gleichungen
x2
c2
− y
2
d2
= 1 mit c2 = d2 − e2 und c = k · a mit a ∈ N
Die Bezeichungen c und d für die Halbachsen wurden gewählt, um das übliche a für die
große Halbachse nicht mit dem Abstand der Kreise in den Scharen zu verwechseln.
Die beiden nächsten Kapitel beschreiben doppelt periodische Strukturen.
Definition 4.2.1 Eine Struktur heißt doppelt periodisch, wenn es zwei kürzeste linear un- doppelt periodisch
abhängige Vektoren −→v1 und −→v2 gibt, so daß jede Verschiebung um den Vektor −→v = m−→v1 +
n−→v2 mit m,n ∈ N eine Deckabbildung für die Struktur ist.
2Die nicht ausgefüllten Quadrate gehören nicht zur Überlagerung, liegen aber auf der Hyperbel.
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5 Einführung in Kapitel 6 und 7
In den Kapiteln 6 auf Seite 47 und 7 auf Seite 83 werden Strukturen aus kongruenten
Kreisen, die ein Dreieck- oder Quadratraster bilden, untersucht.
Auf den Fenstern von Bahnen und Bussen sind oft Werbetexte und -bilder angebracht
(siehe Abbildung 5.1). Damit noch Licht ins Wageninnere fällt und die Fahrgäste auch
nach draußen sehen können, erfolgt der Aufdruck auf eine Lochrasterfolie. Vergrößerte
Ausschnitte aus solchen Folien sind in Abbildung 5.2 zu sehen. Einen Text auf einer
Dreieckrasterfolie stellt die Abbildung 5.3 auf der nächsten Seite dar.
Abbildung 5.1: Fensterbild
Dreieckraster Quadratraster
Abbildung 5.2: Kreisraster
5 Einführung in Kapitel 6 und 7
Abbildung 5.3: Text auf Kreisraster
Abbildung 5.4: Ausschnitt aus Abbildung 5.3
Ist die Werbung sowohl auf den Wagenscheiben als auch auf Türen aufgebracht, so sind
beim Öffnen der Türen, unter den zufälligen Bedingungen, unregelmäßige Überlagerun-
gen der Strukturen zu sehen. Im Folgenden sollen nun diese Überlagerungen unter kon-
trollierten Bedingungen untersucht werden. Dabei soll die Rasterstruktur die gesamte
Ebene überdecken.
Die Rasterstruktur entsteht dadurch, daß zunächst die gesamte Ebene lichtundurchlässsig
(in den folgenden Abbildungen schwarz gefärbt) ist. Dann werden kreisrunde Bereiche
lichtdurchlässig (in den Abbildungen weiß) gemacht. Die Kreise sollen alle den gleichen
Durchmesser haben und die Entfernungen der Mittelpunkte zweier benachbarter Kreise
alle den gleichen Wert a haben.
Vorab soll für beide Kapitel Benötigtes definiert werden.
Definition 5.1 Es sei A eine Abbildung, M eine Punktmenge und P ein Punkt. Die An-
wendung von A auf M wird als A(M) dargestellt, entsprechend die Anwendung auf P alsAnwendung einer
Abbildung A(P ).
Wenn es klar ist, um welche Abbildung es sich handelt, wird für A(M) auch M und für A(P )
auch P geschrieben. M wird das Bild von M genannt. Entsprechend wird P das Bild von PBild
genannt.
Definition 5.2 Die Hintereinanderausführung von Abbildungen wird als Verkettung be-Verkettung von
Abbildungen zeichnet. Bei zwei Abbildungen A und B wird dies als (B ◦ A)(P ) (erst wird A und da-
nach B ausgeführt) dargestellt oder als B(A(P )). Für mehr Abbildungen gilt entsprechend
(An ◦ An−1 ◦ · · · ◦ A2 ◦ A1)(P ) oder An(An−1(. . . (A2(A1(P )) . . . )).
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Definition 5.3 Es sei M eine Punktmenge. Eine Abbildung A heißt Deckabbildung, wenn Deckabbildung
für jeden Punkt P ∈M gilt: P ∈M.
Definition 5.4 Eine einfache und lückenlose Überdeckung der Ebene mit kongruenten Drei-
ecken wird Dreiecksnetz genannt. Dreiecksnetz
Definition 5.5 Eine einfache und lückenlose Überdeckung der Ebene mit kongruenten Qua-
draten wird Quadratnetz genannt. Quadratnetz
Definition 5.6 Die Gesamtheit von gleichgroßen Kreisen um alle Mittelpunkte eines Drei-
ecksnetzes wird Dreieckskreisraster (kurz Dreicksraster) genannt. Dreiecksraster
Definition 5.7 Die Gesamtheit von gleichgroßen Kreisen um alle Mittelpunkte eines Qua-
dratnetzes wird Quadratkreisraster (kurz Quadratraster) genannt. Quadratraster
Definition 5.8 Eine Geraden im Raster, auf der die Mittelpunkte aller Kreise liegen, die Hauptachse
genau zwei Nacharn haben, heißt Hauptachse des Rasters. Die Winkelhalbierenden zwischen
Geraden in Hauptachsen heißen Nebenachsen. Nebenachse
1
2
3
2
31
Abbildung 5.5: Dreiecksraster: Haupt- und Nebenachsen
Im Dreicksraster gibt es  Hauptachsen und  Nebenachsen. Haupt- und Nebenachsen sind in
Abbildung 5.5 zu sehen, wobei die Hauptachsenen rot und die Nebenachsen grün erscheinen.
Gleichnumerierte Haupt- und Nebenachsen sind orthogonal zu einander. Die Hauptachsen
werden mit h1, h2, h3, die Nebenachsen mit n1, n2, n3 bezeichnet. Mit Hilfe der Haupt- und
Nebenachsen wird ein kartesisches Koordinatensystem auf dem Kreisraster festgelegt. Der Ur-
sprung ist der Mittelpunkt eines der Kreise. Die x- und y-Achse sind dann in gleichnumerierte
Haupt- und Nebenachsen.
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1
2 12
Abbildung 5.6: Quadratraster: Haupt- und Nebenachsen
Im Quadratraster gibt es  Hauptachsen und  Nebenachsen. Haupt- und Nebenachsen
sind in Abbildung 5.6 zu sehen, wobei die Hauptachsen rot und die Nebenachsen grün
erscheinen. Die Hauptachsen werden mit h1, h2, die Nebenachsen mit n1, n2 bezeichnet.
Definition 5.9 Vielecke werden Kacheln genannt, wenn sie die folgenden BedingungenKachel
erfüllen:
1. Die Ecken sind Mittelpunkte von Kreisen eines Kreisrasters, dessen Kreise sich berühren.
2. Die Seiten verlaufen liegen auf den Haupt- oder Nebenachsen.
3. Die Ränder gehören zur Kachel.
4. mit ihnen läßt sich die Ebene bis auf die Ränder einfach und lückenlos überdecken.
Die Ränder benachbarter Kacheln fallen zusammen.
Definition 5.10 Die kleinste Kachel für jede Vieleckart wird atomare Kachel genannt.atomare Kachel
Definition 5.11 Die Anzahl der Kreise, die in einer Kachel liegen, wird Größe der KachelGröße einer
Kachel genannt. Dabei werden Sektoren, für die die Summe der Mittelpunktswinkel 360◦ beträgt, als
ein Kreis gezählt.
Definition 5.12 Die Anzahl der Kreise einer Kachel, die mit einer Farbe gefärbt sind, heißt
der Beitrag der Farbe zur Färbung der Kachel.Beitrag
Definition 5.13 Eine Kachel heißt fair gefärbt, wenn die Beiträge aller Farben gleich großFaire Färbung
sind.
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Definition 5.14 Es seien ki mit 0 ≤ i ≤ n − 1 die Kreissektoren deren Mittelpunkte auf
der Kante einer Kachel liegen. Dabei soll für 0 < i < n − 1 ki die Nachbarn ki−1 und ki+1
haben, sowie k0 den Nachbarn k1 und kn−1 den Nachbarn kn−2.
fi sei die Farbe des Sektors ki.
Definition 5.15 Die Folge f0, f2, . . . , fn−1 heißt Farbfolge der Kante. Farbfolge
Damit sich die Kacheln zu einer Parkettierung, die nur ganze Kreise enthält, zusammenle-
gen lassen, muß die Anschlußbedingung erfüllt sein. Sie lautet für Rechteck-, Parallelogramm-
und Sechseckkacheln (also solchen, bei denen es zu jeder Kante eine gegenüberliegende
gibt):
Weisen gegenüberliegende Kanten, wenn sie parallel zu einander durchlaufen werden,
dieselbe Farbfolge auf, so sagt man, die Anschlußbedingung ist erfüllt. Anschlußbedingung
Für Dreieckkacheln dagegen gilt: Sind die Spiegelungen an der Mittelsenkrechten jeder
Kante eine Deckabbildung für die Farbfolge der Kante, so sagt man, die Anschlußbedin- Anschlußbedingung
gung ist erfüllt.
In Abbildung 5.7 sind die Durchlaufrichtungen der Kanten für Rechtecke, Parallelogram-
me und Sechsecke dargestellt.
Abbildung 5.7: Durchlaufrichtungen der Kanten
Definition 5.16 Berühren sich die Bogen zweier Kreissektoren, so heißt jeder Sektor der Nachbar
Nachbar des anderen. Man sagt auch, die Sektoren sind benachbart.
Es sollen nun koordinatensysteme eingeführt werden.
Eines der möglichen Koordinatensysteme für ein Dreiecksraster ist in Abbildung 5.8
auf der nächsten Seite zu sehen. Die Mittelpunkte R haben in ihm die Koordinaten
x = 0, 5m
√
3 und y = n+ 0, 5(m mod 2) mit m,n ∈ Z
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x
y
1
0,5 3
Abbildung 5.8: Koordinatensystem im Dreieckraster
Eines der möglichen Koordinatensysteme für ein Quadratraster ist in Abbildung 5.9 zu
sehen. Die Mittelpunkte R haben in ihm die Koordinaten x = m und y = n mit m,n ∈ Z
x
y
1
1
Abbildung 5.9: Koordinatensystem im Quadratraster
Definition 5.17 Eine Menge von mehr als zwei kongruenten Kreisen gleicher Farbe heißtzusammenhängende
Kreismenge zusammenhängend, wenn jeder Kreis mindestens einen Nachbarn in dieser Menge hat. Eine
Menge, die aus genau einem Kreis besteht wird auch als zusammenhängend bezeichnet
Definition 5.18 Eine zusammenhängende Kreismenge wird Cluster genannt. Die AnzahlCluster
der Kreise, aus denen ein Cluster besteht, wird seine Größe genannt. Cluster der Größe eins,
heißen Monocluster.Monocluster
Eine Parkettierung mit fairgefärbten Kacheln, die aus Monoclustern aufgebaut ist, heißtMonocluster-
parkettierung Monoclusterparkettierung
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Satz 5.0.1 Jede doppeltperiodische Struktur mit den Minimalvektoren
~a und ~b mit ~a =
(
a1
a2
)
und ~b =
(
b1
b2
)
läßt sich in rechteckige Kacheln zerlegen.
Beweis 5.0.1 α sei der Winkel, den ~a und ~b einschließen.
Es ist zu zeigen, daß es einen Vektor ~c gibt, der auf ~a senkrecht steht und sich in der Form
~c = m · ~a+ n ·~b darstellen läßt . Es muß also gelten
(m~a+ n~b)~a = 0⇔ (5.1)
ma+ nab cosα = 0⇔
m
√
a21 + a
2
2 = −n
√
a21 + a
2
2
√
b21 + b
2
2 cosα⇔
(Da
√
a21 + a
2
2 6= 0 gilt)
m = −n
√
b21 + b
2
2 (5.2)
Wählt man ein beliebiges n 6= 0 und m gemäß Gleichung 5.2, so ist Gleichung 5.1 erfüllt.
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6 Dreieckraster kongruenter Kreise
In diesem Kapitel sollen Überlagerungen von doppelt periodischen Strukturen aus kon-
gruenten Kreisen untersucht werden. Die Kreise sollen ein Dreieckraster bilden, das die
gesamte Ebene bedeckt.
Der erste Teil beschäftigt sich mit der Überlagerung von Lochrasterfolien.
Im zweiten Teil bestehen die Strukturen aus farbig gefüllten Kreisen.
Für diese soll einerseits gezeigt werden, daß sich jede Überlagerung solcher Strukturen
in fair (siehe Definition 5.13 auf Seite 42) gefärbte Kacheln zerlegen läßt.
Andererseits wird gezeigt, daß durch Parkettierung mit fair gefärbten Kacheln eine Über-
lagerung aus doppelt periodischen Strukturen impliziert wird.
Ferner wird untersucht, wie groß eine Kachel sein muß, damit die mit ihr erzeugte Par-
kettierung nur Cluster (zur Definition von Cluster (siehe Definition 5.18 auf Seite 44))
der Größe Eins besitzt.
6.1 Überlagerungen von Dreieckrastern
Abbildung 6.1: Lochrasterfolie mit Dreieckraster
In Abschnitt 6.1 werden Lochrasterfolien verwendet, die die ganze Ebene bedecken. Ein
Ausschnitt aus einer solchen Folie ist in Abbildung 6.1 zu sehen. Die schwarzen Teile sind
lichtundurchlässig, die weißen lichtdurchlässig. Der Radius der weißen Kreise ist kleiner
6.1 Überlagerungen von Dreieckrastern
als die halbe Entfernung der Mittelpunkte benachbarter Kreise, um den Zusammenhang
der Folie zu gewährleisten, da die durchlässigen Bereiche durch Ausstanzen aus einer
schwarzen Folie entstehen.
Die Mittelpunkte der Kreise sind die Punkte im in Abbildung 6.2 gezeigten Raster. Die
Kreise bilden eine doppelt periodische Struktur.
m
n
0 0,5 1 1,5 2 2,5
0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5
Abbildung 6.2: Punkte im Dreieckraster
Definition 6.1.1 Eine Zahl h heißt halbzahlig, wenn sie sich in der Form h = z + 12 mithalbzahlig
z ∈ Z darstellen läßt.
Die Menge der halbzahligen Zahlen wird mit H bezeichnet.H
In Abbildung 6.2 sind Punkte des Dreieckrasters zu sehen. Sie sind in der folgenden Form
darstellbar: P (m
√
3a/na) mit m,n ∈ H ∪ Z.
a ist die Entfernung der Mittelpunkte benachbarter Kreise.
Es soll o.B.d.A. a = 1 gewählt werden.
Im folgenden werden Überlagerungen untersucht, bei denen eine Folie gegen die andere
um den Winkel α um den Ursprung gedreht ist.
Die dadurch entstehende Überlagerung wird α-Überlagerung genannt und mit UDα be-α-Überlagerung
zeichnet (D steht für Dreieckraster).
Es soll nun das Raster um den Ursprung mit dem Winkel α gedreht werden. Es werden
solche Winkel gesucht, für die die Bildpunkte P der Punkte P (h12 /
h2
√
3
2 ) die Koordinaten
P (h12 /
h2
√
3
2 ) haben. D.h., sie sind Punkte des Rasters.
48
6 Dreieckraster kongruenter Kreise
Es muß also gelten:
h1
2
cosα− h2
2
sinα =
h1
2
(6.1)
h1
2
sinα+
h2
2
cosα =
h2
2
√
3 (6.2)
Setzt man
sinα =
z1
n
√
3 und cosα =
z2
n
mit z1, z2, n ∈ Z,
So folgt aus der Bedingung sin2 α+ cos2 α = 1
3z21
n2
+
z22
n2
= 1
und damit
3z21 + z
2
2 = n
2 (6.3)
Eine Lösung der Gleichung 6.3 ist z1 = 5, z2 = 37 und n = 38
Damit ergeben sich
sinα =
5
38
√
3 und cosα =
37
38
⇒ α ≈ 13, 17◦
Abbildung 6.3: Überlagerung UD13,17 Abbildung 6.4: Kreisumrisse UD13,17
Abbildung 6.3 zeigt die Überlagerung UD13,17. In Abbildung 6.4 sind die Umrißkreise
der Raster zu sehen. Die Kreise im Raster 1 rot, die im Raster 2 blau dargestellt. Die
Kreise, die beiden Rastern angehören, sind gelb gefüllt.
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Satz 6.1.1 Die Überlagerung UD13,17 ist doppelt periodisch mit den Minimalvektoren
−→v1 =
(
3, 5
1, 5
√
3
)
und −→v2 =
( −0, 5
2, 5
√
3
)
.
Beweis 6.1.1 Es sei P (h12 /
h2
√
3
2 ) ein Punkt des Rasters 1. Dann hat der Punkt P des
Rasters 2, der aus P durch Drehung mit dem Winkel α ≈ 13, 17◦ um den Ursprung hervorgeht
die Koordinaten
x =
37
38
h1
2
− 5
38
√
3
h2
2
√
3 =
37
76
h1 − 15
76
h2
y =
5
38
√
3
h1
2
+
37
38
h2
2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
37
76
h2
√
3
Für die Punkte aus Raster 1 gilt:
Verschiebung mit v1 : x = h12 ⇒ x = h12 + 3, 5 = h1+72 = h12 ∈ H ∪ Z
y = h2
√
3
2 ⇒ y = h2
√
3
2 + 1, 5
√
3 = h2+32
√
3 = h22
√
3 ∈ H ∪ Z
Verschiebung mit v2 : x = h12 ⇒ x = h12 − 0, 5 = h1−12 = h12 ∈ H ∪ Z
y = h2
√
3
2 ⇒ y = h2
√
3
2 + 2, 5
√
3 = h2+52
√
3 = h2
√
3
2 ∈ H ∪ Z
Anmerkung 1: Jeder Punkt des Rasters 1 wird also durch eine Verschiebung mit dem Vektor−→v = m−→v1 + n−→v2 mit m,n ∈ Z auf einen Punkt des Rasters 1 abgebildet.
Es sei P (3776h1 − 1576h2/ 576h1
√
3 + 3776h2
√
3) ein Punkt des Rasters 2.
Verschiebt man P mit dem Vektor −→v1 , so erhält man den Punkt P˜ mit den Koordinaten
x˜ =
37
76
h1 + 3, 5− 15
76
h2 =
37
76
h1 +
266
76
− 15
76
h2 =
37
76
h1 +
−532 · 37 + 1330 · 15
76
− 15
76
h2 =
37
76
(h1 − 532)− 15
76
(h2 − 1330) = 37
76
h˜1 − 15
76
h˜2 ∈ H ∪ Z
y˜ =
5
76
h1
√
3 + 1, 5
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
114
76
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
1710 · 5− 228 · 37
76
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
(h1 + 1710)
√
3 +
37
76
(h2 − 228)
√
3 =
5
76
h˜1
√
3 +
37
76
h˜2
√
3 ∈ H ∪ Z
Verschiebt man P mit dem Vektor −→v2 , so erhält man den Punkt Pˆ mit den Koordinaten
xˆ =
37
76
h1 − 1
2
− 15
76
h2 =
37
76
h1 − 38
76
− 15
76
h2 =
37
76
h1 +
76 · 37− 190 · 15
76
− 15
76
h2 =
50
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37
76
(h1 + 76)− 15
76
(h2 + 190) =
37
76
hˆ1 − 15
76
hˆ2 ∈ H ∪ Z
yˆ =
5
76
h1
√
3 +
5
2
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
190
76
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
2850 · 5− 380 · 37
76
√
3 +
37
76
h2
√
3 =
5
76
(h1 + 2850)
√
3 +
37
76
(h2 − 380)
√
3 =
5
76
hˆ1
√
3 +
37
76
hˆ2 ∈ H ∪ Z
Anmerkung 2: Jeder Punkt des Rasters 2 wird also durch eine Verschiebung mit dem Vektor−→v = m−→v1 + n−→v2 mit m,n ∈ Z auf einen Punkt des Rasters 2 abgebildet.
Aus den Anmerkungen 1 und 2 folgt, daß die Verschiebung mit dem Vektor
−→v = m−→v1 + n−→v2
eine Deckabbildung für die Überlagerung aus Raster 1 und Raster 2 ist, diese also doppeltpe-
riodisch ist.
Da die Zahlen 15 und 37 teilerfremd sind, ist es möglich, 266 und −38 mit Hilfe des
Euklidschen Algorithmus durch eine Linearkombination aus 15 und 37 darzustellen. Aus
dem gleichen Grund lassen sich 114 und 190 als Linearkombination von 5 und 37 dar-
stellen.
6.1.1 Untersuchung der Symmetrien
Satz 6.1.2 Die Überlagerung UD13,71 ist achsensymmetrisch zur Geraden g1 mit der Glei-
chung
y =
1
15
√
3x
Beweis 6.1.2 Es ist tanα = 115
√
3⇒ cos 2α = 3776 und sin 2α = 576
Der Punkt P (h12 /
h2
√
3
3 ) im Raster 1 wird an g1 gespiegelt. Es entsteht der Bildpunkt P (x/y)
mit
x =
37
76
h1 +
15
76
h2 =
37
76
h1 − 15
76
h2
y =
5
76
h1
√
3− 37
76
h2
√
3 =
5
76
h1
√
3 +
37
76
h2
√
3
Mit h2 = −h2.
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Jeder Punkt im Raster 1 wird also durch Spiegelung an g1 auf einen Punkt im Raster 2
abgebildet. Da die Spiegelung involutorisch ist, wird auch jeder Punkt des Rasters 2 auf einen
Punkt im Raster 1 abgebildet.
Die Spiegelung an g1 ist also eine Deckabbildung für die Überlagerung aus Raster 1 und
Raster 2.
Außer der Geraden g1 sind auch die Geraden
g2 : y =
3
7
√
3x, g3 : y =
4
3
√
3x, g4 : y = −5
√
3, g5 : y = −7
9
√
3x und g6 : y = −1
4
√
3x
sowie alle Parallelen zu ihnen durch die Punkte
P (3, 5m− 0, 5n/1, 5
√
3m+ 2, 5
√
3n) mit m,n ∈ Z
Spiegelachsen für die Überlagerung UD13,71
Die Beweise dafür, hier nicht durchgeführt, verlaufen ähnlich wie bei den Quadratrastern.
Eine Darstellung der Spiegelachsen ist in Abbildung 6.5 zu sehen. Die Punkte des Rasters
1 sind rot, die des Rasters 2 blau und die Spiegelachsen schwarz dargestellt.
Abbildung 6.5: Spiegelachsen der Überlagerung UD13,71
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Parallelverschiebung mit −→v = m
(
7
2
3
2
√
3
)
+ n
( − 12
5
2
√
3
)
mit m,n ∈ Z
Spiegelung an y = 115
√
3x+ 1915
√
3b1, y =
3
7
√
3x+ 197
√
3b2, y =
4
3
√
3x+ 196
√
3b3,
y = −5√3x+ 19√3b4, y = − 79
√
3x+ 199
√
3b5, und y = − 14
√
3x+ 198
√
3b6
Drehung Drehpunkte: S( 72r − 12s/ 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehwinkel: α = n1 · 60◦ mit n1 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}
Drehpunkte: S(1 + 72r − 12s/ 43
√
3 + 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehpunkte: S(2 + 72r − 12s/ 83
√
3 + 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehwinkel: α = n2 · 120◦ mit n2 ∈ {0, 1, 2}
Drehpunkte: S(− 74 + 72r − 12s/− 34
√
3 + 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehpunkte:S(−2 + 72r − 12s/ 12
√
3 + 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehpunkte:S( 14 +
7
2r − 12s/− 54
√
3 + 32
√
3r + 52
√
3s) mit r, s ∈ Z
Drehwinkel: α = n3 · 180◦ mit n3 ∈ {0, 1}
Tabelle 6.1: Die Deckabbildungen der Überlagerung UD13,17
Tabelle 6.1 gibt eine Übersicht über alle Deckabbildungen.
Abbildung 6.6: Drehpunkte und Spiegelachsen der Überlagerung UD13,17
Die Abbildung 6.6 zeigt die Drehpunkte von UD13,71. Die roten Punkte sind Drehpunk-
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te für den Winkel 60◦. Sie sind Mittelpunkte von gleichseitigen Sechsecken. Die grünen
Punkte sind Drehpunkte für den Winkel 120◦. Sie sind Schwerpunkte von gleichseitigen
Dreiecken. Die blauen Punkte sind Drehpunkte für den Winkel 180◦. Sie sind Mittel-
punkte von Rauten.
Setzt man in Gleichung 6.3 auf Seite 49, n = z2 + d, so ergibt sich
3z21 = n
2 − z22 = (z2 + d)2 − z22 = 2dz2 + d2
3z21 = 2dz2 + d
2 (6.4)
und damit auch
2dz2 + d
2 = 3z21 ⇔ 3z21 + z22 = n2
Die geometrische Veranschaulichung der Gleichung 6.4 ist in Abbildung 6.7 auf der nächs-
ten Seite zu sehen.
Satz 6.1.3 Die Gleichung 6.3 auf Seite 49 läßt sich erfüllen für
z1 = d · k, z2 = 3dk
2 − d
2
und n = z2 + d mit d, k ∈ Z
Beweis 6.1.3
3z21 + z
2
2 = 3(d · k)2 +
(3dk2 − d)2
4
=
12d2k2 + 9d2k4 − 6d2k2 + d2
4
=
9d2k4 + 6d2k2 + d2
4
=
(3dk2 + d)2
4
=
(
3dk2 + d
2
)2
= (z2 + d)
2
Es ist nur darauf zu achten, daß z2 ganzzahlig ist. Das läßt sich erreichen mit
d ≡ 0 mod 2 ∨ d · k ≡ 1 mod 2
.
Für die Überlagerung von Dreiecksrastern gibt es also unendlich viele perfekte Winkel.
Die Tabellen 6.2 auf der nächsten Seite und 6.3 auf der nächsten Seite, zeigen für d =
1 und d = 2 die Werte von z1, z2, n und α.
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k z1 z2 n α
1 1 1 2 60◦
3 3 13 14 ≈ 21, 79◦
5 5 37 38 ≈ 13, 17◦
7 7 73 74 ≈ 9, 43◦
9 9 121 122 ≈ 7, 34◦
Tabelle 6.2: Werte von z1, z2, n und α für d = 1
k z1 z2 n α
1 2 2 4 60◦
2 4 11 13 ≈ 32, 20◦
3 6 26 28 ≈ 21, 79◦
4 8 47 49 ≈ 16, 42◦
5 10 74 76 ≈ 13, 17◦
Tabelle 6.3: Werte von z1, z2, n und α für d = 2
d
2
dz
2
dz
2
z
2
2
n
n
n
n
z
d
2
Abbildung 6.7: Veranschaulichung der Bedingung 6.4 auf der vorherigen Seite
Lemma 1 3(2r−1)
2−1
2 und 2r − 1 sind teilerfremd.
Beweis Lemma 1 Es sei pi die i-te Primzahl, dann gilt:
2r − 1 =
n∏
i=1
pjii ⇒ [3(2r − 1) ≡ 0 mod 3 ∧ 3(2r − 1) ≡ 0 mod pi]⇔
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[3z1 ≡ 0 mod 3 ∧ 3z1 ≡ 0 mod pi]
2r − 1 =
n∏
i=1
pjii ⇔ (2r − 1)2 =
n∏
i=1
p2jii ⇔ 3(2r − 1)2 = 3
n∏
i=1
p2ji ⇔
[
3(2r − 1)2 − 1 6≡ 0 mod 3 ∧ 3(2r − 1)2 − 1 6≡ 0 mod pi
]⇔[
3(2r − 1)2 − 1
2
6≡ 0 mod 3 ∧ 3(2r − 1)
2 − 1
2
6≡ 0 mod pi
]
⇔
[z2 6≡ 0 mod 3 ∧ z2 6≡ 0 mod pi]
∀i mit 1 ≤ i ≤ n
Satz 6.1.4 Jede Verschiebung mit dem Vektor −→v1 =
(
r
2
s
√
3
2
)
ist eine Deckabbildung für das
Raster 1.
Beweis 6.1.4 Ein Punkt P (xP /yP ) des Rasters 1 hat die Koordinaten
xP =
h1
2
, und yP =
h2
√
3
2
mit h1, h2 ∈ H ∪ Z
Damit ergibt sich für den Bildpunkt P (xP /yP )
xP = xP + v11 =
h1
2
+
r
2
=
h1 + r
2
=
h1
2
yP = yP + v12 =
h2
√
3
2
+
s
√
3
2
=
(h2 + s)
√
3
2
=
h2
√
3
2
Der Bildpunkt gehört also wieder dem Raster 1 an.
Ebenso läßt sich zeigen, daß die Verschiebung mit −→v2 =
(
− r2
s
√
3
2
)
eine Deckabbildung für
das Raster 1 ist.
Satz 6.1.5 Jede Verschiebung mit dem Vektor −→v1 =
(
r
2
s
√
3
2
)
ist eine Deckabbildung für das
Raster 2.
Beweis 6.1.5 Ein Punkt P (xp/yp) des Rasters 2 hat die Koordinaten
xp =
z2h1
2n
− 3z1h2
2n
und yp =
z1h1
√
3
2n
und yp =
z2h2
√
3
2n
mit h1, h2 ∈ H ∪ Z
Damit ergibt sich für den Bildpunkt P (xP /yP )
xP = xP + v11 =
z2h1
2n
+
rn
2n
− 3z1h2
2n
=
z2h1 + k1z2
2n
− 3z1h2 − 3l1z1
2n
=
56
6 Dreieckraster kongruenter Kreise
z2(h1 + k1)
2n
− 3z1(h2 − l1)
2n
=
z2h1
2n
− 3z1h2
2n
yP = yP + v12 =
z1h1
√
3
2n
+
sn
√
3
2n
+
z2h2
√
3
2n
=
z1h1
√
3 + k2z1
√
3
2n
+
z2h2
√
3 + l2z2
√
3
2n
=
z1(h1 + k2)
√
3
2n
+
z2(h2 + l2)
√
3
2n
=
z1h1
√
3
2n
+
z2h2
√
3
2n
Weil Lemma 1 auf Seite 55 gilt, läßt sich rn als rn = k1z2−3l1z1 und sn als sn = k2z1+l2z2
darstellen. Jeder Punkt des Rasters 2 wird durch Verschiebung mit −→v1 =
(
r
2
s
√
3
2
)
wieder auf
einen Punkt des Rasters 2 abgebildet. Das gleiche gilt für die Verschiebung mit −→v2 =
(
− r2
s
√
3
2
)
Daraus ergibt sich, daß jede Verschiebung mit −→v = m−→v 1 + n−→v 2 eine Deckabbildung
für Überlagerungen ist, für die gilt: sinα = z1n
√
3 und cosα = z2n , ist. Sie sind also
doppeltperiodisch.
6.2 Kacheln auf Dreieckrastern
Abbildung 6.8: Dreieckraster
Es existieren vier Arten von Kacheln:
• Dreickkacheln
• Rechteckkacheln
• nicht rechteckige Parallelogrammkacheln (im folgenden kurz Parallelogrammka-
cheln genannt)
• Sechseckkacheln
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6.2.1 Dreieckkacheln
Es werden nur Kacheln betrachtet, die die Form eines gleichseitigen Dreiecks haben.
Es gibt dann zwei Arten von atomaren dreieckigen Kacheln auf Dreieckrastern. Bei der
ersten verlaufen die Seiten in den drei Hauptrichtungen. Bei der zweiten Art verlaufen
sie in den Nebenrichtungen. Die atomaren dreieckigen Kacheln sind in Abbildung 6.9 zu
sehen.
erste Art zweite Art
Abbildung 6.9: Atomare dreieckige Kacheln
6.2.1.1 Kacheln zusammengesetzt aus atomaren Kacheln (. Art)
Lemma 2 gleichschenklige Trapeze mit folgenden Eigenschaften
• die parallelen Seiten verlaufen in den Hauptrichtungen
• die Schenkel verlaufen in den Nebenrichtungen
• die parallelen Seiten haben die Längen n und n+ 1
• die Schenkel haben die Längen 0, 5 · √3
lassen sich in 2n+ 1 atomare Kacheln zerlegen.
Trapeze dieser Art heißen Ergänzungstrapeze .Ergänzungstrapez
Beweis Lemma 2 In Abbildung 6.10 auf der nächsten Seite ist ein solches Trapez darge-
stellt. Der eine Endpunkt (M0) der längeren Seite möge die KoordinatenM0/0/0) haben. Auf
dieser werden n+ 1 weitere Punkte Mj festgelegt: Mj(j/0) mit 1 ≤ j ≤ n+ 1. Auf der kür-
zeren der parallelen Seiten werden n+1 Punkte Nj festgelegt: Nj(j+0, 5/0, 5 ·
√
3) mit 0 ≤
j ≤ n. Für die Länge der Strecke NjMj mit 0 ≤ j ≤ n gilt:
|NjMj | =
√
(0, 5 + j − j)2 + (0, 5 ·
√
3)2 = 1
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Für die Länge der Strecke NjMj+1 mit 0 ≤ j ≤ n gilt:
|NjMj+1| =
√(
0, 5 + j − (j + 1))2 + (0, 5 · √3)2 = 1
Die n+1 DreieckeMjNjMj+1 und die n Dreiecke NjMj+1Nj+1 sind also atomare Kachelen.
M M M M M M M
N N N N N N
0 1 2 3 4 5 6
0 1 2 3 4 5
Abbildung 6.10: Trapez in atomare Kacheln zerlegt
Abbildung 6.11: links: d31-2-0, Mitte: d31-3-0, rechts: d31-4-0
Satz 6.2.1 Dreieckkacheln mit der Kantenlänge n lassen sich aus n2 atomaren Kacheln der
ersten Art zusammensetzen.
Beweis 6.2.1 Der Satz wird durch vollständige Induktion bewiesen.
Induktionsanfang: Für n = 1 gilt der Satz, denn es liegt die atomare Kachel vor.
Schluß von n auf n+ 1: Es wird angenommen der Satz gelte für ein n. Es wird nun an eine
Seite der Kachel ein Ergänzungstrapez, dessen kleinere Seite die Länge n hat, so angelegt,
die kleinere Seite des Trapezes mit der Seite der Kachel identisch ist. Dadurch entsteht eine
Kachel mit der Seitenlänge n+1. Sie besteht aus den n2 atomaren Kacheln der ursprünglichen
Kachel und den 2n+1 atomaren Kacheln des Ergänzungstrapezes, also n2+2n+1 = (n+1)2
atomaren Kacheln.
Damit gilt der Satz für alle n
In Abbildung 6.11 sind Kacheln, die aus ,  und  atomaren Kacheln bestehen, zu sehen.
Jede der Kacheln entsteht aus der grün dargestellten, indem rechts ein Ergänzungstrapez
angefügt wird. Die Grenzen der atomaren Kacheln sind rot eingezeichnet.
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Kacheln, die aus n2 atomaren Kacheln der ersten Art bestehen werden d31-n-f bezeichnet
und heißen Kacheln erster Art. Dabei ist die 3 ein Hinweis darauf, daß die Kachel auf
einen Dreieckraster liegt, die 1 verweist darauf , daß die Kachel erster Art ist und f ist
die Anzahl der Farben, mit der die Kachel gefärbt ist.
Abbildung 6.12: fair gefärbte d31-4-4
Da die Anschlußbedingung für die d31-4-4 erfüllt ist, läßt sie sich zur Parkettierung
verwenden. Einen Ausschnitt aus einer solchen Parkettierung ist in Abbildung 6.13 zu
sehen. Die Kachelgrenzen sind schwarz eingezeichnet.
Abbildung 6.13: Parkettierung mit d31-4-4
Die d31-2-0 und die d31-3-0 lassen sich nicht für eine Monoclusterparkettierung verwen-
den. Die d31-2-0 hat die Größe . Sie läßt sich nur mit einer oder zwei Farben fair färben.
Also läßt sich keine Monoclusterparkettierung erzeugen. Die d31-3-0 hat die Größe 4,5.
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6.2.1.2 Kacheln zusammengesetzt aus atomaren Kacheln (. Art)
A B
C
M
MM
c
ab
Abbildung 6.14: Zerlegung eines gleichseitigen Dreiecks in vier kongruente Teildreiecke
Lemma 3 Ein gleichseitiges Dreieck läßt sich in vier kongruente geichseitige Dreiecke zer-
legen.
Beweis Lemma 3 Das Dreieck möge die Ecken A,B und C haben, sowie die Mittelpunk-
te Ma,Mb und Mc der Seiten a, b und c (siehe Abbildung 6.14). Dann gilt nach zweitem
Strahlensatz für die Längen der Strecken MaMb, MbMc und McMa:
|MaMb| = 0.5 · c
|MbMc| = 0.5 · a
|McMa| = 0.5 · b
Damit sind die Dreiecke MaMbMc, AMcMb, McBMa und MbMaC kongruent. Ihre Seiten
haben die halbe Länge der Seiten des Dreiecks ABC.
Folgerung: Also läßt auch aus vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken, deren Seiten die
Länge l haben, ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlänge 2l zusammensetzen.
Satz 6.2.2 Dreieckkacheln mit der Kantenlänge 2n lassen sich aus 4n mit n ∈ N0 atomaren
Kacheln der zweiten Art zusammensetzen.
Beweis 6.2.2 Der Beweis wird durch vollständige Induktion geführt.
Induktionsanfang: Für n = 0 ist der Satz trivial, denn es liegt die atomare Kachel vor.
Schluß von n auf n+ 1: Es wird angenommen der Satz gelte für ein n. Es wird nun an jede
Seite der Kachel mit der Kantenlänge 2n, die aus 4n atomaren Kacheln besteht, eine zu dieser
kongruente Kachel angelegt. Es entsteht so gemäß der Folgerung aus Lemma 3 eine Kachel
mit der Seitenlänge 2 · 2n = 2n+1, die aus 4 · 4n = 4n+1 atomaren Kacheln besteht.
Damit gilt der Satz für alle n
Kacheln, die aus 4n atomaren Kachel der zweiten Art zusammengesetzt sind werden mit
d2-n-i bezeichnet. Dabei ist i die Anzahl der Farben, mit der die Kachel gefärbt wurde.
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Abbildung 6.15: links: d32-1-0, rechts: d32-2-0
In Abbildung 6.15 ist links die d32-1-0 und rechts die d32-2-0 dargestellt. Die Kacheln
entstehen aus der grün umrandeten Kachel, indem an sie drei kongruente angelegt werden.
Die Grenzen der atomaren Kacheln sind rot dargestellt.
Die d32-1-0 ist die kleinste Kachel der zweiten Art die sich so fair färben läßt, daß sie
eine Monoclusterparkettierung bilden kann. Sie ist in Abbildung 6.16 zu sehen.
Abbildung 6.16: d32-1-6
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Abbildung 6.17: fair gefärbte d32-2-8
Da die Anschlußbedingung für d32-2-8 erfüllt ist läßt sie sich für eine Parkettierung
verwenden. In Abbildung 6.18 ist eine Ausschnitt aus einer solchen Parkettierung zu
sehen. Die Kachelgrenzen sind schwarz eingezeichnet.
Abbildung 6.18: Parkettierung mit d32-2-8
Parkettierung mit d32-2-8
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Abbildung 6.19: Struktur 1 Abbildung 6.20: Struktur 2
Abbildung 6.21: Struktur 3 Abbildung 6.22: Struktur 4
Abbildung 6.23: Struktur 5 Abbildung 6.24: Struktur 6
64
6 Dreieckraster kongruenter Kreise
Parkettierungen, die aus Kacheln erzeugt wurden, lassen sich auf verschiedene Arten als
Überlagerung von doppelt periodischen Strukturen auffassen.
Trivialerweise läßt sich eine Parkettierung, die sich aus Kacheln, die mit f Farben gefärbt
sind, als Überlagerung von f Strukturen, die aus den gleichfärbten Kreisen bestehen,
auffassen.
Es gibt aber auch komplizierter gestaltete Überlagungen. In den Abbildungen von 6.19
auf der vorherigen Seite bis 6.24 auf der vorherigen Seite wird die Parkettierung p2-2-8
als Überlagerung von  Strukturen dargestellt.
Die schwarzen Pfeile zeigen zwei Minimalvektoren.
6.2.2 Rechteckkacheln
Abbildung 6.25: atomare rechteckige Kachel
Die atomare Rechteckkachel ist in Abbildung 6.25 ungefärbt dargestellt.
Abbildung 6.26: r3-2-3-0
Größere Kacheln erhält man, indem man z Zeilen mit s Spalten von atomaren Kacheln
zusammenfügt. Sie werden mit r-z-s-f bezeichnet, wobei f die Anzahl der Farben ist, mit
denen die Kachel gefärbt ist. In Abbildung 6.26 ist die r-2-3-0 zu sehen.
Die r-z-s-0 besitzt eine Größe von 2zs Kreisflächen. Sie läßt sich mit f Farben fair färben,
wenn f ein Teiler von 2zs ist.
2zs möge die Primteiler pi mit 1 ≤ i ≤ t haben, dann läßt sich 2zs darstellen als
2zs =
∏t
i=1 p
ei
i mit ei ∈ N. Die Anzahl F der Färbungen mit denen sich die Kachel fair
färben läßt, ist also F =
∏t
i=1(ei + 1).
Die r3-2-1-0 ist die kleinste Kachel, die sich so fair färben läßt, daß sie sich für eine
Monoclusterparkettierung eignet.
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Abbildung 6.27: fair gefärbte r3-2-1-4
Abbildung 6.28: fair gefärbte r3-2-3-4
Diese Parkettierung läßt sich als Überlagerung von  Scharen von Kreisen deuten. Dabei
lassen sich die Scharen folgendermaßen beschreiben:
Referenzpunkte der roten Kreise R R = {(x/y)|x = r√3 , y = s}
Referenzpunkte der grünen Kreise G G = {(x/y)|x = (r − 0, 5)√3 , y = s+ 0, 5}
Referenzpunkte der blauen Kreise B B = {(x/y)|x = (r + 0, 5)√3 , y = s+ 0, 5}
Referenzpunkte der gelben Kreise Y Y = {(x/y)|x = r√3 , y = s+ 1}
Es sind r, s ∈ N und r ≡ s mod 2
Tabelle 6.4: Referenzpunkte der Kreise in der Parkettierung mit r3-2-2-4
6.2.3 Nicht rechteckige Parallelogrammkacheln
Die nicht rechteckigen Parallelogrammkacheln werden im folgenden kurz Parallelogramm-
kacheln genannt Es gibt zwei Arten von atomaren Parallelogrammkacheln, nämlihc mit
den Winkeln
• 30◦ und 150◦, sowie
• 60◦ und 120◦
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Sie sind in Abbildung 6.29 zu sehen. Die Kachel im linken Bild wird als Kachel erster
Art, die im rechten Bild als Kachel zweiter Art bezeichnet. Bei der Kachel erster Art
verlaufen die Kanten in Hauptrichtung  und Nebenrichtung . Bei der zweiten Art in
den Hauptrichtungen  und .
Abbildung 6.29: Atomare Parallelogrammkacheln
Abbildung 6.30: Mögliche Orientierungen der Parallelogrammkacheln im Raster
Von den möglichen Orientierungen der Parallelogramme wird die in Abbildung 6.30 rot
dargestellte als Standarddarstellung für das Folgende gewählt.
Abbildung 6.31: p31-4-2-0 mit roten Kachelgrenzen
Die p1-2-2-4 ist die kleinste Kachel erster Art, die sich so fair färben läßt, daß sie sich
für eine Monoclusterparkettierung verwenden läßt.
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Abbildung 6.32: p31-2-2-4
Abbildung 6.33: fair gefärbte p31-4-2-4
Abbildung 6.34: p32-4-2-0 mit roten Kachelgrenzen
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Abbildung 6.35: p32-2-2-4
Die in Abbildung 6.35 dargestellte Kachel ist die kleinste fairgefärbte Kachel der zweiten
Art, die eine Monoclusterparkettierung erzeugen kann.
Abbildung 6.36: fair gefärbte p32-4-2-4
Die atomaren Parallelogrammkacheln lassen sich zu größeren Parallelogrammkacheln zu-
sammensetzen. Diese größeren Kacheln werden für die erste Art mit p31-h1-n3-f bezeich-
net. h1 ist die Anzahl der atomaren Kacheln in Hauptachsenrichtung , n3 die Anzahl der
Kacheln in Nebenachenrichtung  und f die Anzahl der zur Färbung verwendeten Farben.
Für Kacheln die aus atomaren Kacheln der zweiten Art zusammengesetzt sind, wird die
Bezeichnung p32-h1-h2-f verwendet. Dabei ist h1 die Anzahl der atomaren Kacheln in
Hauptrichtung , h2 die in Hauptrichtung  und f die Anzahl der verwendeten Farben.
6.2.4 Sechseckkacheln
Abbildung 6.37: Atomare Sechseckkachel
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A B
Abbildung 6.38: Kein Aufbau von Sechseckkacheln aus kleineren
Satz 6.2.3 Es ist nicht möglich, wie bei Dreieck-, Rechteck- und Rautenkacheln, durch
Aneinanderlegen kleinerer kongruenter Sechseckkacheln größere zu erzeugen.
Beweis 6.2.3 In Abbildung 6.38 ist ein Sechseck dargestellt, das aus kleineren kongruenten
Sechsecken zusammengesetzt werden soll. Die Ecke A muß dann auch eine Ecke eines klei-
neren Sechsecks sein. Der markierte Winkel mit dem Scheitelpunt B ist dann 60◦ Damit läßt
sich der rote Bereich nicht durch ein kleines Sechseck, das kongruent ist zu Sechseck mit der
Kante AB, überdecken. die Zusammensetzung ist also nicht möglich.
Trotzdem gibt es Sechseckkacheln mit der Kantenlänge n ∈ N. Sie werden als s3-n-f
bezeichnet, wobei f die Anzahl der Farben ist, mit der die Kachel gefärbt ist. Die s3-2-0
ist in Abbildung 6.40 auf der nächsten Seite und die s3-2-4 in Abbildung 6.41 auf der
nächsten Seite zu sehen.
In Abbildung 6.39 ist die kleinste fair gefärbte Sechseckkachel zu sehen, aus der sich ein
Monoclusterparkett aufbauen läßt.
Abbildung 6.39: fair gefärbte s3-1-3
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Abbildung 6.40: s3-2-0
Abbildung 6.41: s3-2-4 fair gefärbt
6.3 Cluster der Größe 
Die Referenzpunkte der  Nachbarn K1 bis K6 eines Kreises K0 , mit dem Referenzpunkt
R0(m/n) haben folgende Koodinaten:
K
K
K
K
K
K
K
0
1
2
3
4
5
6
Abbildung 6.42: Die Nachbarn von K0
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R1(m/n+ 1)
R2
(
(m− 0, 5)/n+ 0, 5)
R3
(
(m− 0, 5)/n− 0, 5)
R4(m/n− 1)
R5
(
(m+ 0, 5)/n− 0, 5)
R6
(
(m+ 0, 5/n+ 0, 5
)
Tabelle 6.5: Die Koordinaten der Nachbarn von K0
Die Abbildung 6.42 auf der vorherigen Seite zeigt die Nachbarn von K0.
Definition 6.3.1 Drei Kreise, die paarweise benachbart sind, bilden ein Kreisdreieck.Kreisdreieck
Im Folgenden wird Bezug genommen auf das in Abbildung 5.8 auf Seite 44 definierte
Koordinatensystem und auf die Abbildung 6.43.
m
n
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5
Abbildung 6.43: m- und n-Werte der Referenzpunkte
Um das Kreisraster nur mit Clustern der Größe  zu füllen, müssen die drei Kreise jedes
Kreisdreiecks mit drei verschiedenen Farben gefärbt werden. Mit weniger als drei Farben
ist es also nicht möglich, das Kreisraster mit Custern der Größe  zu füllen.
Satz 6.3.1 Wenn die Farbe i für f=3 nach der Formel
i =
(
n+ 1, 5(2m mod 2)
)
mod f (6.5)
berechnet wird, läßt sich das Raster mit f Farben so färben, daß nur Cluster der Größe 
entstehen.
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Beweis 6.3.1 Fürm ∈ Z ist 1, 5(2m mod 2) = 0, und fürm ∈ H ist 1, 5(2m mod 2) = 1, 5
Für m ∈ Z ist
i(K0) ≡ (n) mod f
i(K1) ≡ (n+ 1) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K2) ≡ (n+ 0, 5 + 1, 5) mod f ≡ i(K0) + 2
i(K3) ≡ (n− 0, 5 + 1, 5) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K4) ≡ (n− 1) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K5) ≡ (n− 0, 5 + 1, 5) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K6) ≡ (n+ 0, 5 + 1, 5) mod f ≡ i(K0) + 2
Für m ∈ H ist
i(K0) ≡ (n+ 1, 5) mod f
i(K1) ≡ (n+ 1 + 1, 5) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K2) ≡ (n+ 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K3) ≡ (n− 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 2
i(K4) ≡ (n− 1 + 1, 5) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K5) ≡ (n− 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 2
i(K6) ≡ (n+ 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K )
i(K )+1
i(K )+2
i(K )+1
i(K )-1
i(K )+1
i(K )+2
0
0
0
0
0
0
0
m ∈ Z
i(K )
i(K )+1
i(K )-1
i(K )-2
i(K )-1
i(K )-2
i(K )-1
0
0
0
0
0
0
0
m ∈ H
Abbildung 6.44: Farbe der Nachbarn von K0 für f = 3(alle Farben modf)
Satz 6.3.2 Wenn die Farbe i für f>3 nach der Formel
i =
(
m+ n+ 2(2m mod 2)
)
mod f (6.6)
errechnet wird, läßt sich das Raster mit f Farben so färben, daß nur Cluster der Größe 
entstehen.
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Beweis 6.3.2 Für m ∈ Z ist 2(2m mod 2) = 0, und für m ∈ H ist 2(2m mod 2) = 2 Für
m ∈ Z ist
i(K0) ≡ (m+ n) mod f
i(K1) ≡ (m+ n+ 1) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K2) ≡ (m− 0, 5 + n+ 0, 5 + 2) mod f ≡ i(K0) + 2
i(K3) ≡ (m− 0, 5 + n− 0, 5 + 2) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K4) ≡ (m+ n− 1) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K5) ≡ (m+ 0, 5 + n− 0, 5 + 2) mod f ≡ i(K0) + 2
i(K6) ≡ (m+ 0, 5 + n+ 0, 5 + 2) mod f ≡ i(K0) + 3
Für m ∈ H ist
i(K0) ≡ (m+ n+ 2) mod f
i(K1) ≡ (m+ n+ 1 + 2) mod f ≡ i(K0) + 1
i(K2) ≡ (m− 0, 5 + n+ 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 2
i(K3) ≡ (m− 0, 5 + n− 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 3
i(K4) ≡ (m+ n− 1 + 2) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K5) ≡ (m+ 0, 5 + n− 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 2
i(K6) ≡ (m+ 0, 5 + n+ 0, 5) mod f ≡ i(K0)− 1
i(K )
i(K )+1
i(K )+2
i(K )+1
i(K )-1
i(K )+2
i(K )+3
0
0
0
0
0
0
0
m ∈ Z
i(K )
i(K )+1
i(K )-2
i(K )-3
i(K )-1
i(K )-2
i(K )-1
0
0
0
0
0
0
0
m ∈ H
Abbildung 6.45: Farbe der Nachbarn von K0 für f > 3(alle Farben modf)
Aus den Abbildungen 6.44 auf der vorherigen Seite und 6.45 ist zu ersehen, daß die
Kreise, die ein Kreisdreieck bilden, verschiedene Farben haben. Das Kreisraster läßt sich
also gemäß den Gleichungen 6.5 auf Seite 72 und 6.6 auf der vorherigen Seite so färben,
daß nur Cluster der Größe  entstehen.
Die Färbung mit , ,  und  Farben ist in den Abbildungen von 6.46 auf der nächsten
Seite bis 6.49 auf Seite 77 zu sehen. Es werden fair gefärbte Kacheln gezeigt. Da die
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Anschlußbedingnung erfüllt ist, lassen sich die Kacheln zum Parkettieren verwenden, so
daß sich das gesamte Kreisraster mit Monoclustern füllen läßt.
0
1
2
0
2
0
1
0
1
2
0
Abbildung 6.46: Färbung mit 3 Farben
0 1 2 3 0
3 0 1 2
1 2 3 0 1
0 1 2 3
2 3 0 1 2
1 2 3 0
3 0 1 2 3
2 3 0 1
0 1 2 3 0
Abbildung 6.47: Färbung mit 4 Farben
Satz 6.3.3 Das gemäß Gleichung 6.5 auf Seite 72 mit drei Farben gefärbte Raster läßt sich
in fair gefärbte rechteckige Kacheln zerlegen.
Beweis 6.3.3 Die Verschiebung um den Vektor
−→v1 =
(
1
0
)
ist eine Deckabbildung für das Raster, denn es gilt
i =
(
n+ 1, 5
(
2(m+ 1) mod 2
))
mod 3 =
(
n+ 1, 5(2m mod 2)
)
mod 3 = i
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0 1 2 3 4 0
3 4 0 1 2
1 2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
2 3 4 0 1 2
0 1 2 3 4
3 4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
4 0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
0 1 2 3 4 0
Abbildung 6.48: Färbung mit 5 Farben
Ebenso ist die Verschiebung um den Vektor
−→v2 =
(
0
3
)
eine Deckabbildung für das Raster, denn es gilt
i =
(
n+ 3 + 1, 5(2m mod 2)
)
mod 3 =
(
n+ 1, 5(2m mod 2)
)
mod 3 = i
Eine der Kacheln hat also die Eckpunkte
A(m/n), B(m+ 1/n), C(m+ 1/n+ 3) und D(m/n+ 3)
Daß sie fair gefärbt ist, ist in Abbildung 6.46 auf der vorherigen Seite zu sehen.
Satz 6.3.4 Das gemäß Gleichung 6.6 auf Seite 73 mit f > 3 Farben gefärbte Raster läßt
sich in fair gefärbte rechteckige Kacheln zerlegen.
Beweis 6.3.4
−→v1 =
(
f
0
)
ist eine Deckabbildung für das Raster, denn es gilt
i =
(
m+ f + n+ 2
(
2(m+ f) mod 2
))
mod f =
(
m+ n+ 2(2m mod 2)
)
mod f = i
Ebenso ist die Verschiebung um den Vektor
−→v2 =
(
0
f
)
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0 1 2 3 4 5 0
3 4 5 0 1 2
1 2 3 4 5 0 1
4 5 0 1 2 3
2 3 4 5 0 1 2
5 0 1 2 3 4
3 4 5 0 1 2 3
0 1 2 3 4 5
4 5 0 1 2 3 4
1 2 3 4 5 0
5 0 1 2 3 4 5
2 3 4 5 0 1
0 1 2 3 4 5 0
Abbildung 6.49: Färbung mit 6 Farben
eine Deckabbildung für das Raster, denn es gilt
i =
(
m+ n+ f + 2(2m mod 2)
)
mod f =
(
m+ n+ 2(2m mod 2)
)
mod f = i
Eine der Kacheln hat also die Eckpunkte
A(m/n), B(m+ f/n), C(m+ f/n+ f) und D(m/n+ f)
Wie Abbbildung 6.43 auf Seite 72 zeigt, gilt für Referenzpunkte mit m ∈ H, daß auch n ∈ H
ist. Für jedes m ∈ H gibt es Kreise, die ganz im Inneren der Kachel liegen, nämlich die mit
den Referenzpunkten R(m/z+ 0, 5) mit 0 ≤ z ≤ f − 1. Diese sind gemäß Gleichung 6.6 auf
Seite 73 mit f verschiedenen Farben gefärbt, d.h. jede Farbe ist genau einmal vertreten.
Für Referenzpunkte R mit m ∈ Z gilt, daß auch n ∈ Z ist. Für jedes m ∈ Z gibt es
Kreise, die ganz im Inneren der Kachel liegen, nämlich die mit R(m/z) mit 1 ≤ z ≤ f − 1.
Das sind f − 1 Kreise, die verschieden gefärbt sind. Außerdem gibt es noch zwei Kreise mit
den Referenzpunkten R1(m/0) und R2(m/f), die zur Hälfte in der Kachel liegen und mit
der noch fehlenden Farbe gefärbt sind. Damit ist für m ∈ Z auch wieder jede Farbe genau
einmal vertreten. Es bleiben noch die Kreise, mit R(0/z) und R(f/z) mit 0 ≤ z ≤ f . Sie
haben verschiedene Farben. Sie haben jeweils den Beitrag 0,5 zu dieser Farbe. Schließlich gibt
es noch die vier Kreise, deren Referenzpunkte die Ecken der Kachel. Sie sind mit der noch
fehlenden Farbe gefärbt und liefern den Beitrag 0,25. Damit ist die Kachel fair gefärbt.
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6.4 Parkettierungen
Im folgenden soll gezeigt werden, daß sich Parkettierungen als Überlagerungen von peri-
odischen Strukturen darstellen darstellen lassen.
Dabei wird etwas genauer auf die monohedrale Parkettierung eingegangen. Die polyhe-
drale Parkettierung wird nur an einem Beispiel gezeigt.
6.4.1 Monohedrale Parkettierungen
Damit eine Parkettierung als Überlagerung von periodischen Strukturen aufgefaßt wer-
den kann, ist es notwendig, daß die Parkettierung selbst periodisch ist. Damit scheiden
z. B. Penrose-, Robinon- und Ammannparkettierungen aus, wie sie in [11] beschrieben
sind. Die in diesem Abschnitt zur Konstruktion der Kacheln für die Erzeugung von pe-
riodischen Parkettierungen benutzten Anweisungen stammen aus [13]. Hier wird gezeigt,
daß Gruppen von Deckabbildungen für diese Parkettierungen eine Untergruppe enthal-
ten, mit Translationen in zwei linear unabhängigen Richtungen. Alle die in diesem Buch
behandelten Parkettierungen sind monohedral.
In diesen Parkettierungen kommen die Kacheln nur in , , ,  oder  Orientierungen vor
[13]. Die Parkettierungen mit n Orientierungen der Kacheln lassen sich als Überlagerung
mit n periodischen Strukturen beschreiben, wie unten gezeigt wird.
Damit die gleichorientierten Kacheln leicht zu erkennen sind, wurden die Kacheln so
gefärbt, daß alle gleichorientierten die gleiche Farbe haben. Außerdem zeigt noch ein
Pfeil die Orientierung an. Die Parkettierungen sind in den Abbildungen von 6.50 bis
6.54 auf der nächsten Seite
Abbildung 6.50: Parkettierung mit 1 Orientierung der Kacheln
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Abbildung 6.51: Parkettierung mit 2 Orientierungen der Kacheln
Abbildung 6.52: Parkettierung mit 3 Orientierungen der Kacheln
Abbildung 6.53: Parkettierung mit 4 Orientierungen der Kacheln
Abbildung 6.54: Parkettierung mit 6 Orientierungen der Kacheln
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Abbildung 6.55: 1 Orientierung Abbildung 6.56: 2 Orientierungen
Abbildung 6.57: 3 Orientierungen Abbildung 6.58: 4 Orientierungen
Abbildung 6.59: 6 Orientierungen
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In den Abbildungen von 6.55 auf der vorherigen Seite bis 6.59 auf der vorherigen Seite
sind jeweils zwei Vektoren dargestellt. Jede Verschiebung mit einer Linearkombination
dieser Vektoren ist eine Deckabbildung für diese Parkettierung. Jede Verschiebung dieser
Art überführt jede Kachel in eine gleichfarbige. Damit ist sie auch für die Menge der
gleichfarbigen Kacheln eine Deckabbildung. Die Menge der gleichfarbigen Kacheln ist
also eine doppeltperiodische Struktur, die Parkettierung also eine Überlagerung doppelt
periodischer Strukturen.
Greift man einen dieser Fälle heraus, hier: Für  Orientierungen, so läßt sich die Men-
ge der Kacheln einer Farbe als Überlagerung von ,  oder  periodischen Strukturen
darstellen. (siehe Abbildung 6.61 bis 6.63).
Da das für die  anderen Farben auch gilt, läßt sich also die Parkettierung auf 36 Arten
als Überlagerung von periodischen Strukturen auffassen.
Abbildung 6.60: Lage der roten Ka-
cheln Abbildung 6.61: 1 Struktur
2 2
2 2
2 2
1 1
1 1
1 1
1 1 1
1 1 1
2 2
2 2
Abbildung 6.62: 2 Strukturen
1 1
1 1
1 1
2 2
2 2
2 2
3 3 3
3 3 3
4 4
4 4
Abbildung 6.63: 4 Strukturen
6.4.2 Polyhedrale Parkettierungen
Auch polyhedrale Parkettierungen, wie sie in [11] behandelt werden, lassen sich als Über-
lagerung von periodischen Strukturen auffassen. Als Beispiel möge die in Abbildung 6.64
auf der nächsten Seite gezeigte dienen. Sie läßt sich als Überlagerung von drei Struktu-
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ren betrachten: den Quadraten, den Rauten und den Sternen. Wie oben lassen sich die
Rauten und die Quadrate noch in Unterstrukturen zerlegen.
Abbildung 6.64: Polyhedrale Parkettierung
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In diesem Kapitel sollen Überlagerungen von doppelt periodischen Strukturen aus kon-
gruenten Kreisen untersucht werden. Die Kreise sollen ein Quadratraster bilden, das die
gesamte Ebene bedeckt.
Der erste Teil beschäftigt sich mit der Überlagerung von Lochrasterfolien.
Im zweiten Teil bestehen die Strukturen aus farbig gefüllten Kreisen.
Für letzere soll einerseits gezeigt werden, daß sich jede Überlagerung solcher Strukturen
in fair (siehe Definition 5.13 auf Seite 42) gefärbte Kacheln zerlegen läßt.
Andererseits wird gezeigt, daß durch Parkettierung mit fair gefärbten Kacheln eine Über-
lagerung aus doppelt periodischen Strukturen impliziert wird.
7.1 Überlagerungen von Quadratrastern
Abbildung 7.1: Lochrasterfolie mit Quadratraster
In Abbschnitt 7.1 werden Lochrasterfolien verwendet, die die ganze Ebene bedecken. Ein
Ausschnitt aus einer solchen Folie ist in Abbildung 7.1 zu sehen. Die schwarzen Teile sind
lichtundurchlässig, die weißen lichtdurchlässig. Der Radius der weißen Kreise ist kleiner
als der halbe Abstand der Mittelpunkte benachbarter Kreise, um den Zusammenhang
der Folie zu gewährleisten, da die durchlässigen Bereiche durch Ausstanzen aus einer
schwarzen Folie entstehen.
7.1 Überlagerungen von Quadratrastern
Die Mittelpunkte der Kreise sind die Punkte im in Abbildung 7.2 gezeigten Raster. Die
Kreise bilden eine doppelt periodische Struktur.
m
n
0 1 2 3 4
0
1
2
3
4
Abbildung 7.2: Punkte im Quadratraster
In Abbildung 7.2 sind die Punkte des Quadratrasters sichtbar. Sie sind in der folgenden
Form darstellbar: P (ma/na) mit m,n ∈ Z.
a ist die Entfernung der Mittelpunkte benachbarter Kreise.
Es soll jetzt o.B.d.A. a = 1 gewählt werden.
Zwei indentische Quadratraster, wie in Abbildung 7.1 auf der vorherigen Seite dargestellt,
sollen nun auf die folgende Weise überlagert werden:
1. Die beiden Raster werden zunächst so übereinandergelegt, daß jeder Kreis in Ras-
ter  konzentrisch zu einem Kreis in Raster  ist.
2. Dann wird in jedem Raster ein Kreis (Ursprungskreis) so ausgewählt, daß die ge-
wählten Kreise deckungsgleich sind. Die Mittelpunkte dieser Kreise sind die Ur-
sprünge von zwei kartesischen Koordinatensystemen. Die x-Achse verläuft durch
den Mittelpunkt eines zum Ursprungskreises benachbarten Kreises, die y-Achse
senkrecht zur x-Achse.
3. Danach wird Raster  mit dem Winkel α um den Ursprung gedreht.
Die dadurch entstehende Überlagerung wird α-Überlagerung genannt und mit UQα be-α-Überlagerung
zeichnet (Q steht für Quadratraster).
Es wird zunächst vermutet, daß α-Überlagerungen, bei denen α ein Teiler von 90◦ ist,
vielfach symmetrische Muster ergeben.
Die Abbildungen 7.3 auf der nächsten Seite und 7.4 auf der nächsten Seite weisen aber
84
7 Quadratraster kongruenter Kreise
keine auffällige Symmetrie auf.
Abbildung 7.3: UQ30,00 Abbildung 7.4: UQ45,00
Wählt man jedoch α so, daß cosα = 0, 8 und sinα = 0, 6 ist (das entspricht α ≈
36, 87◦), so sind in der Überlagerung viele Symmetrien erkennbar (siehe Abbildung 7.5
auf der nächsten Seite). Sie werden unten näher untersucht. Damit man die Entstehung
der Überlagerungsfiguren deuten kann sind in Abbildung 7.6 auf der nächsten Seite die
Umrisse der Kreise aus Abbildung 7.5 auf der nächsten Seite eingezeichnet. Zum Vergleich
beider Abbildungen dienen die Symbole ? und + Die Kreise des Rasters 1 sind rot, die
des Rasters 2 blau gefärbt. Die gelb gefüllten Kreise liegen an den Stellen, an denen
in beiden Rastern ein Kreis liegt. Die Koordinaten sind in beiden Koordinatensystemen
ganze Zahlen.
Definition 7.1.1 Ein Winkel α, für den cosα und sinα rational sind, wird perfekter Winkel Perfekter Winkel
genannt.
Der Winkel α ≈ 36, 87◦ mit cosα = 0, 8 und sinα = 0, 6 ist ein perfekter Winkel.
Punkte des Rasters 2 gehen durch Drehung um den Ursprung mit dem Winkel α aus
Punkten des Rasters 1 hervor.
Satz 7.1.1 Der Punkt PR1(xR1/yR1) im Raster 1 mit
xR1 = m+ 2n und yR1 = 2m− n mit m,n ∈ Z sowie cosα = 0, 8 und sinα = 0, 6
ist auch ein Punkt des Rasters 2.
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*
+
x
x
Abbildung 7.5: UQ36,87
x
x
*
+
Abbildung 7.6: Umrisse der Kreise in 7.5
Beweis 7.1.1 Es wird gezeigt, daß PR1 durch Drehung eines Punktes P ∗(x∗/y∗) im Raster 1
mit dem Winkel α um den Ursprung hervorgeht, also ein Punkt des Rasters 2 ist. Es sei
m+ 2n = 0.8x∗ − 0.6y∗ (7.1)
2m− n = 0, 6x∗ + 0, 8y∗ (7.2)
Aus den Gleichungen 7.1 auf der vorherigen Seite und 7.2 folgt
x∗ =
∣∣∣∣m+ 2n −0, 62m− n 0, 8
∣∣∣∣∣∣∣∣0.8 −0, 60, 6 0, 8
∣∣∣∣ = 2m+ n ∈ Z
y∗ =
∣∣∣∣0, 8 m+ 2n0, 6 2m− n
∣∣∣∣∣∣∣∣0.8 −0, 60, 6 0, 8
∣∣∣∣ = 2m+ n ∈ Z
P ∗(x∗/y∗) ist somit ein Punkt des Rasters 1
Folgerung: Kreise, die die Mittelpunkte
M(m+ 2n/2m− n) mit m,n ∈ Z
haben, liegen in beiden Rastern. Sie sind in Abbildung 7.6 gelb gefärbt.
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7.1.1 Untersuchung der Symmetrien
Satz 7.1.2 Die Überlagerung UQ36,87 ist doppelt periodisch mit den Minimalvektoren
−→v1 =
(
1
2
)
und −→v2 =
(
2
−1
)
Die Parallelverschiebung mit einem Vektor
−→v = m−→v1 + n−→v2 mit m,n ∈ Z
ist also eine Deckabbildung.
Beweis 7.1.2 Es ist trivial, daß die Abbildung für die Menge der Mittelpunkte von Kreisen
im Raster 1 eine Deckabbildung ist.
Es sei D die Drehung um den Ursprung mit dem Winkel α ≈ 36, 97◦ und Vi die Verschiebung
um den Vektor −→vi .
Punkte im Raster 2 gehen durch Drehung mit α um den Mittelpunkt eines Kreise des Rasters
1 hervor. Ist P (x/y) ein Punkt in Raster 1, so ist
D(P ) = P mit P (0, 8x− 0, 6y/0, 6x+ 0.8y)
der zugehörige Punkt in Raster 2.
Verschiebt man nun P um den Vektor −→v 1, so ist der Bildpunkt
1P˜ = V1(P ) mit 1P˜ (0, 8x− 0, 6y + 1)/0, 6x+ 0.8y + 2) =
1P˜
(
0, 8(x+ 2)− 0, 6(y + 1)/0, 6(x+ 2) + 0, 8(y + 1))
Verschiebt man P um −→v 2, so ist der Bildpunkt
2P˜ = V2(P ) mit 2P˜ (0, 8x− 0, 6y + 2/0, 6x+ 0, 8y − 1) =
2P˜
(
0, 8(x+ 1)− 0, 6(y − 2)/0, 6(x+ 1)− 0, 8(y − 2))
1P˜ und 2P˜ sind Punkte, die durch Drehung aus Punkten in Raster 1 hervorgehen. Sie
gehören also zu Raster 2.
−→v1 und −→v2 sind Minimalvektoren, denn als kürzere Vektoren für eine Deckabbildung
kämen nur
−→
k1 =
(
1
0
)
,
−→
k2 =
(
0
1
)
und
−→
k3 =
(
1
1
)
infrage.
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• −→k1 kann kein Minimalvektor sein. Verschiebt man den Punkt P (0, 8/0, 6) im Ras-
ter 2 um
−→
k1, so erhält man P (1, 8/0, 6).
P ist kein Punkt im Raster 2, denn das Gleichungssystem
1, 8 = 0, 8x− 0, 6y
0, 6 = 0, 6x+ 0, 8y
hat die Lösung
x = 1, 8 6∈ Z und y = −0, 6 6∈ Z
• −→k2 kann kein Minimalvektor sein. Verschiebt man den Punkt P (0, 8/0, 6) im Ras-
ter 2 um
−→
k2, so erhält man P (0, 8/1, 6). P ist kein Punkt im Raster 2, denn das
Gleichungssystem
0, 8 = 0, 8x− 0, 6y
1, 6 = 0, 6x+ 0, 8y
hat die Lösung
x = 1, 6 6∈ Z und y = 0, 8 6∈ Z
• −→k3 kann kein Minimalvektor sein. Verschiebt man den Punkt P (0, 8/0, 6) im Ras-
ter 2 um
−→
k3, so erhält man P (1, 8/1, 6). P ist kein Punkt im Raster 2, denn das
Gleichungssystem
1, 8 = 0, 8x− 0, 6y
1, 6 = 0, 6x+ 0, 8y
hat die Lösung
x = 2, 4 6∈ Z und y = 0, 2 6∈ Z
Satz 7.1.3 Die ÜberlagerungUQ36,87 ist achsensymmetrisch zur Geraden mit der Gleichung
y = 13x.
Beweis 7.1.3
tanα =
1
3
⇒ tan 2α = 2 tanα
1− tan2α =
3
4
sin 2α =
tan 2α√
1 + tan2 α
= 0, 6
cos 2α =
1√
1 + tan2 α
= 0, 8
Für die Spiegelung an der Geraden y = 13x gelten folgende Abbildungsgleichungen:
x = 0, 8x+ 0, 6y und y = 0, 6x− 0, 8y
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Für die Drehung um den Ursprung mit dem Winkel α gelten die Gleichungen:
x˜ = 0, 8x− 0, 6y und y˜ = 0, 6x+ 0, 8y
Es sei S die Spiegelung an y = 13x, dann gilt S
(
P (x/y)
)
= P (0, 8x+ 0, 6y/0, 6x− 0, 8y)
Es sei D die Drehung mit α ≈ 36, 87◦ um den Ursprung, dann gilt
D(Q(x/− y)) = Q˜(0, 8x− 0, 6(−y)/0, 6x+ 0, 8(−y)) = Q˜(0, 8x+ 0, 6y/0, 6x− 0, 8y)
P und Q˜ sind also identisch.
Jeder Punkt im Raster 1 wird durch Spiegelung an y = 13x auf einen Punkt des Rasters 2
abgebildet. Da die Achsenspiegelung eine Involution ist wird auch jeder Punkt des Rasters 2
auf einen Punkt des Rasters 1 abgebildet.
Für UQ36,87 ist also die Spiegelung an y = 13x eine Deckabbildung.
Die Lage der Punkte ist in Abbildung 7.7 zu sehen.
x
y
Q(x/y)
P(x/y)
P(x/y)Q(x/y)
~ ~ ~
y=
x1
2
Abbildung 7.7: Die Punkte P, P ,Q, Q˜
Satz 7.1.4 Die perfekte Überlagerung ist achsensymmetrisch zur Geraden mit der Gleichung
y = 13x+
5
3r mit r ∈ Z
Beweis 7.1.4 Verschiebt man die Gerade g mit der Gleichung y = 13x um den Vektor −r−→v2 ,
so hat die Bildgerade g die Gleichung y = 13x +
5
3r. Die Verschiebung um −r−→v2 ist eine
Deckabbildung für die Überlagerung. Der Ursprung O(0/0) hat das Bild O(2r/− r). Nimmt
man O(2r/−r) als Ursprung eines neuen Koordinatensystems, so ist g eine Ursprungsgerade.
Damit ist die Spiegelung an g nach Satz 7.1.3 auf der vorherigen Seite eine Deckabbildung
für die Überlagerung.
Die Überlagerung UQ36,87 ist achsensymmetrisch zu Geraden mit den Gleichungen y =
−3x+ 53r. Der Beweis läuft ähnlich, wie der zu den Sätzen 7.1.3 auf der vorherigen Seite
und 7.1.4.
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In Abbildung 7.8 auf der nächsten Seite sind die Spiegelachsen schwarze Geraden, die
Kreismittelpunkte des Rasters 1 als rote Punkte, die des Rasters 2 als blaue Punkte
dargestellt. Um die Abbildung übersichtlicher zu machen, sind die Kreismittelpunkte
eines Rasters durch Geraden verbunden.
Da zwei Geraden mit den Gleichungen y = 13x+
5
3r und y = −3x+ 53s orthogonal sind,
ist die Drehung mit Winkeln
α = n · 90◦ mit n ∈ {0, 1, 2, 3}
um den Schnittpunkt S
(
1
2(s− r)/16(s+ 9r)
)
dieser Geraden eine Deckabbildung für die
Überlagerung UQ36,87.
Abbildung 7.8: Spiegelachsen der Überlagerung UQ36,87
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Parallelverschiebung mit −→v = m
(
1
2
)
+ n
(
2
−1
)
mit m,n ∈ Z
Spiegelung an y = 13x+
5
3b1, y = −3x+ 5b2, y = 2x+ 5b3 und y = −12x+ 52b4
mit bi ∈ Z für 1 ≤ i ≤ 4
Drehung Drehpunkte: S
(
1
2(r − s)/16(r + 9s)
)
mit r, s ∈ Z
Drehwinkel:α = n · 90◦ mit n ∈ {0, 1, 2, 3}
Tabelle 7.1: Die Deckabbildungen der Überlagerung UQ36,87
Satz 7.1.5 Wenn sowohl cosα als auch sinα rational sind, gibt es Vektoren −→v =
(
v1
v2
)
mit v1, v2 ∈ Z, so daß Verschiebungen mit −→v Deckabbildungen für die α-Überlagerung sind.
Beweis 7.1.5 Es sei
cosα = a =
c1
c2
und sinα = b =
s1
s2
mit c1, c2, s1, s2 ∈ Z
Für Punkte im Raster 1 ist die Behauptung trivial.
Es wird nun ein Punkt Q˜1(xQ˜1/yQ˜1) im Raster 2 betrachtet, der durch Drehung eines Punktes
Q1(xQ1/yQ1) im Raster 1 mit dem Winkel α um den Ursprung hervorgeht.
Dann gilt xQ˜1 = axQ1 − byQ1 und yQ˜1 = bxQ1 + ayQ1
Q˜1(xQ˜1/yQ˜1) geht durch Verschiebung mit
−→v =
(
v1
v2
)
in Q˜2(xQ˜2/yQ˜2) über.
Soll Q˜2 dem Raster 2 angehören, so muß Q˜2 aus einem Punkt Q2(xQ2/yQ2) im Raster 1
durch Drehung mit dem Winkel α um den Ursprung hervorgehen. Es muß also gelten
axQ2 − byQ2 = axQ1 − byQ1 + v1 (7.3)
bxQ2 + ayQ2 = bxQ1 + ayQ1 + v2 (7.4)
Es wird bewiesen, daß die Gleichungen 7.3 und 7.4 eine ganzzahlige Lösung für xQ2 und yQ2
haben. Da gilt: a2 + b2 = 1, hat die Determinante des Systems den Wert eins. Also ergibt
sich für xQ2 und yQ2 :
xQ2 =
∣∣∣∣axQ1 − byQ1 + v1 −bbxQ1 + ayQ1 + v2 a
∣∣∣∣ =
a2xQ1 − abyQ1 + v1a+ b2xQ1 + abyQ1 + v2b =
xQ1 + v1
c1
c2
+ v2
s1
s2
⇒
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xQ2 = xQ1 + v1
c1
c2
+ v2
s1
s2
(7.5)
yQ2 =
∣∣∣∣a axQ1 − byQ1 + v1b bxQ1 + ayQ1 + v2
∣∣∣∣ =
abxQ1 + a
2yQ1 + v2a− abxQ1 + b2yQ1 − v1b
= yQ1 + v2
c1
c2
− v1 s1
s2
⇒
yQ2 = yQ1 + v2
c1
c2
− v1 s1
s2
(7.6)
x
y Q
Q
Q
Q
~
~
1
2
1
2
v
α
α
Abbildung 7.9: Lage der Punkte Q1, Q2, Q˜1 und Q˜2
In Abbildung 7.9 ist die Lage der Punkte Q1, Q2, Q˜1 und Q˜2 dargestellt.
Es sei V das kleinste gemeinsame Vielfache von c2 und s2. Setzt man
v1 = v2 = V = mc2 = ns2 mit m,n ∈ N,
so erhält man
xQ2 = xQ1 +V
c1
c2
+V
s1
s2
= xQ1 +mc1c2 + ns1s2 ∈ Z
und
yQ2 = yQ1 +V
s1
s2
+V
c1
c2
= yQ1 + ns1s2 +mc1c2 ∈ Z
Ganzzahlige Lösungen erhält man auch, wenn man v1 = −V und v2 = V setzt.
Damit ergeben sich zwei linear unabhängige Vektoren
−→u1 =
(
V
V
)
und −→u2 =
(−V
V
)
,
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so daß jede Verschiebung um −→u = m−→u1 + n−→u2 mit m,n ∈ Z eine Deckabbildung für die
Überlagerung ist.
Abbildung 7.10: UQ16,26 Abbildung 7.11: UQ20,61
Die Überlagerungen für diese Winkel sind in den (Abbildungen 7.10 7.11 und 7.12 zu
sehen.
Abbildung 7.12: UQ32,52
Neben dem behandelten perfekten Winkel α ≈ 36, 87◦ und den trivialen Fällen α =
0◦, α = 90◦, α = 180◦, α = 270◦ gibt es weitere perfekte Winkel.
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Hier drei Beisspiele:
1. α1 ≈ 16, 26◦(cosα = 0, 96/ sinα = 0.28)
2. α2 ≈ 20, 61◦(cosα = 0, 936/ sinα = 0.352
3. α3 ≈ 32, 52◦(cosα = 0, 8432/ sinα = 0, 5376
Lemma 4 z1 = 22r − 32s, z2 = 2 · 2r3s und n = 22r + 32s sind paarweise teilerfremd.
Beweis Lemma 4 Es ist
z1 6≡ 0 mod 2 und z1 6≡ 0 mod 3, aber z2 ≡ 0 mod 2 und z2 ≡ 0 mod 3
z2 enthält nur die Primteiler 2 und 3. Also sind z1 und z2 teilerfremd. Ebenso ist
n 6≡ 0 mod 2 und n 6≡ 0 mod 3
Also sind n und z2 teilerfremd.
Annahme: Es existiert eine Primzahl p mit p 6= 2 und p 6= 3, für die gilt: z1 ≡ 0 mod p und
n ≡ 0 mod p. Dann gilt auch: 22r − 32s ≡ 0 mod p und 22s ≡ 0 mod p und damit
(22r − 32s) + (22r + 32s) ≡ 0 mod p, also 22r+1 ≡ 0 mod p. Das ist ein Widerspruch.
Damit müssen auch z1 und n teilerfremd sein.
Satz 7.1.6 Es gibt unendlich viele perfekte Überlagerungen UQα.
Beweis 7.1.6 Es sei
cosα =
z1
n
und sinα =
z2
n
mit z1, z2 und n ∈ Z
Da cos2 α+ sin2 α = 1 ist, muß gelten z21 + z
2
2 = n
2 Setzt man1
z1 = 2
2r − 32s und z2 = 2 · 2r3s mit r, s ∈ N und 22r > 32s,
so ergibt sich
z21 + z
2
2 = (2
2r − 32s)2 + 4 · 22r32s =
24r − 2 · 22r32s + 34s + 4 · 22r32s =
(22r + 32s)2
Und damit n = 22r + 32s Aus Satz 7.1.6 und Lemma 4 ergibt sich
(r1, s1) 6= (r2, s2)⇔ 2
2r1 − 32s1
22r1 + 32s1
6= 2
2r2 − 32s2
22r2 + 32s2
Aus verschiedenen Werten für r und s lassen sich verschiedene perfekte Winkel berechnen.
1Ein seit dem Altertum bekanntes Verfahren zum Finden von pythagoräischen Zahlentripel
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In den folgenden drei Sätzen und Beweisen sind x, x˜, y, y˜, c1, c2, s1, s2, v1, v2 ∈ Z
Satz 7.1.7 Ist cosα 6∈ Q∨ sinα 6∈ Q, so gibt es keine Vektoren −→v =
(
v1
v2
)
mit v1, v2 ∈ Z,
so daß die Verschiebung um −→v eine Deckabbildung für die α-Überlagerung aus Raster 1 und
Raster 2 ist.
Beweis 7.1.7 Die folgenden Gleichungen werden nach den Gleichungen 7.5 auf Seite 92
und 7.6 auf Seite 92 aufgestellt.
• Es sei cosα = i1 6∈ Q und sinα = s1s2 . Damit x˜ und y˜ ganzzahlig werden, ist es
notwendig v1 = v2 = ks2 mit k ∈ Z \ {0} zu setzen. Damit ergibt sich
v1i1 = x˜− x− ks1 (7.7)
v2i1 = y˜ − y + ks1 (7.8)
Das ist nicht erfüllbar, denn die linken Seiten der Gleichungen 7.7 und 7.10 sind irra-
tional, während die rechten Seiten rational sind.
• Es sei sinα = i2 6∈ Q und cosα = c1c2 . Damit x˜ und y˜ ganzzahlig werden, ist es
notwendig v1 = v2 = kc2 mit k ∈ Z \ {0} zu setzen. Damit ergibt sich
v2i2 = x˜− x+ kc1 (7.9)
v1i2 = −y˜ + y + kc1 (7.10)
Das ist nicht erfüllbar, denn die linken Seiten der Gleichungen 7.9 und 7.10 sind irra-
tional, während die rechten Seiten rational sind.
• Es sei cosα = i1 6∈ Q und sinα = i2 6∈ Q. Es ergibt sich
v1i1 + v2i2 = x˜− x (7.11)
v2i1 − v1i2 = y˜ − y (7.12)
Das läßt sich nicht erfüllen, da die linken Seiten der Gleichungen 7.11 und 7.12 irrational,
die rechten Seiten hingegen rational sind.
Satz 7.1.8 Sind z1 und z2 teilerfremd und gilt z21 + z
2
2 = n
2 mit z1, z2 und n ∈ Z, so ist
die Überlagerung mit dem Winkel α perfekt, wenn cosα = z2n und sinα =
z1
n gewählt wird.
Beweis 7.1.8 Wählt man die linear unabhängigen Vektoren
−→v1 =
(
1
1
)
und −→v2 =
(−1
1
)
,
so ist die Verschiebung mit −→v = m−→v1 + n−→v2 eine Deckabbildung für das Raster 1, denn es
gilt für den Bildpunkt P (x/y) von P (x/y): x = x+m− n ∈ Z und y = y +m+ n ∈ Z
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Diese Verschiebung ist auch eine Deckabbildung für das Raster 2. Die Punkte P (x/y) des
Rasters 2 haben die Koordinaten
x =
z2
n
x− z1
n
y und y =
z1
n
x+
z2
n
y
Verschiebt man sie mit −→v 1, so haben die Bildpunkte P˜ /x˜/y˜) die Koordinaten
x˜ = x+ 1 =
z2
n
x+ 1− z1
n
y und y˜ = y + 1 =
z1
n
x+ 1 +
z2
n
y
Da z1 und z2 teilerfremd sind, läßt sich n linear aus z1 und z2 kombinieren. n = k ·z1 + l ·z2.
Also gilt:
z2
n
x+ 1− z1
n
y =
z2
n
x+
n
n
− z1
n
y =
z2x+ lz2
n
− z1y − kz1
n
=
z2
n
(x+ l)− z1
n
(y − k) =
z2
n
x˜− z1
n
y˜ mit x˜, y˜ ∈ Z (7.13)
z1
n
x+ 1 +
z2
n
y =
z1
n
x+
n
n
+
z2
n
y =
z1x+ kz1
n
+
z2y + lz2
n
=
z1
n
(x+ k) +
z2
n
(y + l) =
z1
n
xˆ+
z2
n
yˆ mit xˆ, yˆ ∈ Z (7.14)
7.2 Kacheln auf Quadratrastern
7.2.1 Dreieckkacheln
Es sollen nur rechtwinklig gleichschenklige Dreiecke berücksichtigt werden. Abbildung 7.13
auf der nächsten Seite zeigt die atomare Kachel für diesen Typ.
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Abbildung 7.13: Atomare Dreieckkachel
Größere Kacheln erhält man, indem man zwei Kacheln mit ihren Katheten so zusam-
menlegt, daß die Scheitelpunkte der rechten Winkel zusammenfallen. Damit bestehen
alle Kacheln aus 2n mit n ∈ N0 atomaren Kacheln. Sie werden mit d-n bezeichnet.
Abbildung 7.14: Dreieckkacheln
Kacheln, die aus , , ,  atomaren Kacheln bestehen (d4-2, d4-4, d4-8 und d4-16) sind
in Abbildung 7.14 zu sehen. Die Grenzen der atomaren Kacheln sind rot eingezeichnet.
7.2.2 Rechteckkacheln
Abbildung 7.15: Atomare Rechteckkachel
Die atomare Rechteckkachel ist in Abbildung 7.17 auf der nächsten Seite dargestellt.
Größere Rechteckkacheln erhält man, indem man z Zeilen mit s Spalten atomarer Kacheln
zusammenfügt. Sie werden mit r-z-s-f bezeichnet, wobei f die Anzahl der Farben ist, mit
der die Kachel gefärbt ist.
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Abbildung 7.16: r4-5-5-0 mit roten Kachelgrenzen
In Abbildung 7.16 ist die r4-5-5-0 zu sehen.
7.2.3 nicht rechtteckige Parallelogramkacheln
Die nicht rechteckigen Parallelogrammkacheln werden im folgenden Parallelogrammka-
cheln genannt.
Es werden hier nur Parallelogrammkacheln mit Winkeln von 45◦ und 135◦ betrachtet.
Die atomare Kachel ist in Abbildung 7.17 zu sehen. Die atomaren Kacheln lassen sich
zu größeren Parallelogrammkacheln zusammenlegen. Sie werden mit p4-z-s-f bezeichnet
und bestehen aus z Zeilen mit s Spalten. Die Anzahl der Farben, mit denen die Kachel
gefärbt, ist wird mit f bezeichnet.
Abbildung 7.17: Atomare Parallelogrammkachel
Abbildung 7.18: p4-4-4-0 mit roten Kachelgrenzen
98
7 Quadratraster kongruenter Kreise
Abbildung 7.19: p4-4-4-4
In Abbildung 7.18 auf der vorherigen Seite ist die p4-4-4-0 dargestellt und in Abbil-
dung 7.19 die p4-4-4-4.
7.2.4 Sechseckkacheln
Die Bennenung der Sechseckkacheln auf Quadratrastern erfolgt nach folgendem Schema:
s4-n-f. Dabei ist n die Länge der Seiten auf den Hauptachsen und f die Anzahl der Farben,
mit der die Kachel fair gefärbt ist.
In Abbildung 7.20 ist eine mit vier Farben fair gefärbte Kachel zu sehen, die die An-
schlußbedingung erfüllt.
Abbildung 7.20: Fair gefärbte Sechseckkachel s4-2-4
7.3 Cluster der Größe 
Die Referenzpunkte R im Quadratraster haben die Koordinaten R(m/n) mit m,n ∈ Z
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Die Referenzpunkte der  Nachbarn eines Kreises, mit dem Referenzpunkt R0(m/n)
haben folgende Koodinaten:
R1(m+ 1/n)
R2(m/n+ 1)
R3(m− 1/n)
R4(m/n− 1)
Tabelle 7.2: Die Koordinaten der Nachbarn von R0
RR R
R
R
0 13
2
4
Abbildung 7.21: Die Nachbarn von R0
Im Folgenden wird Bezug genommen auf das in Abbildung 5.9 auf Seite 44 definierte
Koordinatensystem. Um das Kreisraster nur mit Clustern der Größe  zu füllen, müssen
benachbarte Kreise zwei verschiedenen Farben gefärbt werden.
Satz 7.3.1 Wird das Raster mit Kreisen mit mehr als zwei Farben gefärbt, so ist es immer
möglich, nur Cluster der Größe  zu erzeugen.
Beweis 7.3.1 Der Kreis mit dem Referenzpunkt R0(m/n) wird mit der Farbe
i = (m+ n) mod f (7.15)
gefärbt, wobei f die Anzahl der Farben ist.
Wenn R0 die Farbe
i0 = (m+ n) mod f (7.16)
hat, dann gilt für die Farben der Nachbarkreise
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Kreis um Farbe
R1 i = (m+ 1 + n) mod f 6= i0
R2 i =
(
m+ (n+ 1)
)
mod f 6= i0
R3 i = (m− 1 + n) mod f 6= i0
R4 i =
(
m+ (n− 1)) mod f 6= i0
Die Nachbarn von R0 haben also andere Farben als R0.
Anmerkung: Da unten gezeigt wird, daß sich Quadratraster, die nach Gleichung 7.15 auf der
vorherigen Seite gefärbt sind, in rechteckige Kacheln zerlegt werden können, genügt es in den
Abbildungen 7.22 und 7.23 und Abbildung 7.24 auf der nächsten Seite jeweils eine Kachel
darzustellen.
0
1
2
0
1
2
0
1
2
0
1
2
0
1
2
0
Abbildung 7.22: r-2-2-3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
Abbildung 7.23: Färbung mit 4 Farben (Die Kachel besteht nicht aus atomaren Kacheln)
Die in Abbildung 7.23 dargestellte Kachel ist nicht aus atomaren Kacheln zusammenge-
setzt.
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0
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3
4
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1
2
3
4
0
1
2
3
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0
1
2
3
4
0
1
2
3
4
0
1
2
3
4
0
1
2
3
4
0
Abbildung 7.24: r-3-3-5
0
1
0
2
3
2
0
1
0
Abbildung 7.25: Färbung mit 4 Farben (Kachel aus atomaren Kacheln zusammengesetzt)
In Abbildung 7.25 ist eine mit vier Farben fairgefärbte Kachel zu sehen. Sie besteht aus
vier atomaren Kacheln. Die Farbe i berechnet sich nach der Formel i = 2m mod 2 +
n mod 2.
Satz 7.3.2 Die oben beschriebene Überlagerung ist doppelt periodisch.
Beweis 7.3.2 Um zu zeigen, daß die Überlagerung doppelt periodisch ist, müssen zwei
nichtcollineare Vektoren −→v1 und −→v2 gefunden werden, so daß jede Verschiebung um −→v =
r · −→v1 + s · −→v2 mit r, s ∈ Z eine Deckabbildung für die Überlagerung ist. Hierzu eignen sich
die Vektoren
−→v1 =
(
f
0
)
und −→v2 =
(
0
f
)
Satz 7.3.3 Kreisraster, die gemäß Gleichung 7.16 auf Seite 100 gefärbt sind, lassen sich in
rechteckige Kacheln zerlegen.
Beweis 7.3.3 Die Eckpunkte der Kachel haben die in der Tabelle 7.3 auf der nächsten Seite
beschriebenen Koordinaten.
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Eckpunktposition Kooordinaten
links, unten Rlu(0/0)
rechts, unten Rru(f/0)
rechts, oben Rro(f/f)
links, oben Rlo(0/f)
Tabelle 7.3: Eckpunkte der Kachel
Die Kreise mit den Referenzpunkten Ri0(i/0) und Rif (i/f) mit 0 ≤ i ≤ f haben dann
dieselbe Farbe. Die untere und die obere Kante der Kachel haben also dieselbe Farbfolge.
Ebenso läßt sich zeigen, daß die rechte und linke Kante dieselbe Farbfolge haben. Die An-
schlußbedingung ist also erfüllt.
Satz 7.3.4 Die in Satz 7.3.3 auf der vorherigen Seite genannten Kacheln sind fair gefärbt.
Farbe m+n Koodinaten der Referenzpunkte
i = 0 0 (0/0)
i = 0 f (0/f) , (1/f − 1), . . . , (f − 1/1), (f/0)
i = 0 2f (f/f)
0 < i < f i (0/i) , (1/i− 1), . . . , (i-1/1), (i/0)
0 < i < f i+ f (i/f) , (i+ 1/f − i), . . . , (f − 1/i− 1), (f/i)
Tabelle 7.4: Koordinaten der Referenzpunkte der Kreise, die mit der Farbe i gefärbt sind
Beweis 7.3.4 In Tabelle 7.4 sind die Referenzpunkte der Kreise, die mit der Farbe i gefärbt
sind, dargestellt. Die rot umrandeten Koordinaten gehören zu den Kreisen, deren Referenz-
punkte Ecken der Kacheln sind. Die grün umrandeten gehören zu Kreisen, deren Referenz-
punkte auf dem Inneren der Kanten liegen.
Farbe in den Ecken auf den Kanten im Inneren
i = 0 1 0 f − 1
0 < i < f 0 2 f − 2
Jede Farbe leistet also den Beitrag f .
Da die Anschlußbedingung erfüllt ist, lassen sich die Kacheln zur Parkettierung benutzen.
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Abbildung 7.26: Parkettierung mit r4-3-3-5
Die in Abbildung 7.26 gezeigte Parkettierung läßt sich neben der trivialen Deutung als
Überlagerung von Strukturen gleichfarbiger Kreise auf viele Arten als Überlagerung von
doppelt periodischen Strukturen deuten. In den Abbildungen 7.27 und 7.28, sowie denAb-
bildungen von 7.29 auf der nächsten Seite bis 7.33 auf der nächsten Seite wird eine weitere
Zerlegung von p-3-3-5 gezeigt. Die sieben Strukturen ergeben überlagert die Parkettie-
rung. Die Minimalvektoren sind jeweils eingezeichnet.
Parkierungen mit p4-3-3-5
Abbildung 7.27: Struktur 1 Abbildung 7.28: Struktur 2
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Abbildung 7.29: Struktur 3 Abbildung 7.30: Struktur 4
Abbildung 7.31: Struktur 5 Abbildung 7.32: Struktur 6
Abbildung 7.33: Struktur 7
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8 Darstellung von Bildern
Beim Malen von Bildern mit Farben (Farbpigmenten) werden kleine, mit dem bloßen Au-
ge nicht sichtbare, Pigmentkörnchen auf den Malgrund aufgetragen. Der Farbeindruck
entsteht durch subtraktive Überlagerung (siehe 2.2 auf Seite 16). Die Körnchen haben
eine nichtstrukturierte Verteilung. Deshalb wird in dieser Arbeit nicht darauf eingegan-
gen.
In diesem Kapitel wird untersucht, wie sich Bilder auf dem Bildschirm und durch Drucken
darstellen lassen. Dabei wird der Schwerpunkt auf die Darstellung durch Druckverfahren
und die Darstellung auf dem Bildschirm gelegt. Hier besitzen die Bilder eine Struktur.
8.1 Darstellung auf dem Bildschirm
Bei der Darstellung von Bildern auf dem Bildschirm einer CRT werden die Bilder durch
farbige Raster erzeugt. Zwei solcher Raster sind in den Abbildungen 8.1 und 8.2 zu sehen.
Abbildung 8.1: Punktraster Abbildung 8.2: Streifenraster
Das Punktraster, auch Delta-Raster genannt, besteht aus Phosphorpunkten1 von ca. 0,25 Punktraster
mm Durchmesser in den Farben rot, grün und blau, die im Inneren der CRT auf dem Bild-
schirm aufgebracht sind. Werden sie von einem Elektronenstrahl getroffen, so leuchten
sie in der entsprechenden Farbe. Die Anordnung der Rasterpunkte entspricht der Anord-
nung der Kreise bei einer Lochrasterfolie auf einem Dreieckraster. Eine Lochmaske mit
runden Löchern sorgt dafür, daß immer drei zusammengehörige Phosphorpunkte (in Ab-
bildung 8.1 durch schwarze Linien verbunden) von Elektronenstrahlen getroffen werden.
1Phosphor hier in der Bedeutung Leuchtstoff
8.2 Darstellung durch Druck
Die Intensität der Elektronenstrahlen kann von Null bis einem Maximalwert kontinuier-
lich verändert werden. Dadurch lassen sich alle Farben des additiven rgb-Farbmodells
erzeugen. Wegen der geringen Größe der Rasterpunkte und der im Vergleich dazu großen
Entfernung bei der Betrachtung, erfolgt die Farbmischung im Auge (siehe 2.1 auf Sei-
te 15).
Beim Streifenraster, auch Inline-Anordnung genannt, sind die Phosphore in Streifen vonStreifenraster
ca. 0,25 mm Breite aufgetragen. Die Lochmaske besitzt hier rechteckige Schlitze. Es wird
immer eine Gruppe aus drei Phosphorstreifen von Elektronen getroffen (in Abbildung 8.2
auf der vorherigen Seite durch ein schwarzes Rechteck umrahmt).
8.2 Darstellung durch Druck
Da zum Drucken nur wenige Farben verwendet werden (Für schwarz-grau-weiße Bilder
nur Schwarz, für Farbbilder hauptsächlich Cyan, Magenta, Gelb und Schwarz) bedient
man sich zur Darstellung von Grautönen und Mischfarben der Rasterung. Dabei wird einRasterung
Bild in Rasterpunkte zerlegt. Zwei Rasterverfahren werden besonders häufig angewendet:
• Das amplitudenmoduliertes Raster(AM-Raster): Hier werden Zwischentöne durchAM-Raster
verschieden große Rasterpunkte erzeugt, die in doppeltperiodischen Strukturen an-
geordnet sind..
• Das frequenzmoduliertes Raster(FM-Raster): Hier werden Zwischentöne durch eineFM-Raster
unterschiedliche Dichte der Rasterpunkte erzeugt.
8.2.1 Halbtöne
10 % 20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 80 %
Abbildung 8.3: Darstellung von Halbtönen mit AM-Raster
Unter Halbtönen versteht man in der Drucktechnik die verschiedenen Grautöne. Abbil-Halbtöne
dung 8.3 zeigt, wie durch Verändern der Rasterpunktgröße der Grauton gesteuert wird.
Im Teilbild 80% überdecken sich die Punkte bereits, es trat Punktschluß ein, d.h diePunktschluß
Rasterpunkte berühren oder überdecken sich. Damit ist der Grauwert geringer als 80%.
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Abbildung 8.4: Grauverlauf Originalansicht
Abbildung 8.5: Grauverlauf gerastert mit kreisförmigen Rasterpunkten
Abbildung 8.6: Grauverlauf gerastert mit elliptischen Rasterpunkten
8.2.2 Farbe
Es soll hier der Vierfarbendruck betrachtet werden. Dabei werden die Farben Cyan,
Magenta, Gelb und Schwarz nacheinander auf das Papier gedruckt. Mischfarben entste-
hen durch subtraktive Entmischung (siehe 2.2 auf Seite 16)
Druckplatte Cyan Druckplatte Magenta Druckplatte Gelb Druckplatte Schwarz vergro¨ßert unvergro¨ßert
Vierfarbendruck
1
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8.2 Darstellung durch Druck
Druckplatte Cyan Druckplatte Magenta Druckplatte Gelb Druckplatte Schwarz vergro¨ßert unvergro¨ßert
Vierfarbendruck
Druckplatte Cyan Druckplatte Magenta Druckplatte Gelb Druckplatte Schwarz vergro¨ßert unvergro¨ßert
Vierfarbendruck
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In der vorliegenden Arbeit wurden periodische Strukturen, außer in Kapitel 4 auf Seite 31,
durch Anwendung von Kongruenzabbildungen erzeugt. Nun sollen auch andere Methoden
zur Erzeugung dieser Strukturen betrachtet werden.
9.1 Strukturen in der Natur
AnmerkungWenn hier von gleichgroßen räumlichen oder zeitlichen Abständen die Rede
ist, so ist das nicht streng mathematisch zu sehen. Statt von annähernd gleichgroß wird
hier vereinfacht von gleichgroß gesprochen
9.1.1 Oberflächenstrukturen
Auf der Oberfläche (Fell, Gefieder, Schale, Schmetterlingsflügel) von Tieren sind häufig
Strukturen zu erkennen. (siehe Abbildung von 9.1 bis 9.4 auf der nächsten Seite)
Abbildung 9.1: Tiger
9.1 Strukturen in der Natur
Abbildung 9.2: Ente Abbildung 9.3: Schmetterling
Hans Meinhardt beschreibt in seinem Buch Wie Schnecken sich in Schale werfen
[21] die Bildung von Mustern auf Schneckenschalen. Die Muster entstehen während der
Wachstumsphase durch Pigmentbildung.
Abbildung 9.4: Streifen auf Schneckenschalen
In der diesem Buch entnommenen Abbildung 9.4 sieht man zwei Schneckenschalen mit
Streifenmustern. Die untere Begrenzung der Schalen sind die Wachstumskanten. Hier wer-
den die neuen Teile der Schale angelagert. Die zur Wachstumskante senkrechten Streifen
bei der unteren Schnecke weisen auf eine kontinuierliche Pigmentbildung an äquidistan-
ten Stellen hin. Bei der oberen Schnecke hingegen erfolgt die Pigmentbildung an allen
Stellen der Wachstumskante aber in gleichgroßen zeitlichen Intervallen.
Auch Reliefstrukturen auf den Schalen können parallel oder senkrecht zur Wachstums-
kante entstehen. Hier weisen die Orte, an denen die chemischen Prozesse ablaufen, die
die Strukturbildung steuern, ebenfalls eine räumliche oder zeitliche Periodizität auf.
Alan Turing hat die Entstehung biologischer Strukturen untersucht und die theoreti-
schen Aspekte der Morphogenese durch Reaktionsdiffusionsgleichungen beschrieben [27].
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9.1.2 Schwärme
Vogel- und Fischschwärme besitzen eine räumliche periodische Struktur. Der Abstand
eines Tieres zu seinen Nachbarn ist für alle Tiere gleich. Peter Miller beschreibt in
seinem Buch Die Intelligens des Schwarms [23] ebenso wie Len Fisher in Schwarm
Intelligenz [8] drei einfache Regeln, die bestimmen, wie sich der Schwarm bewegt und
wie alle Tiere des Schwarms synchron ihre Lage im Raum und ihre Flugrichtung ändern
können.
1. Vermeide Zusammenstöße mit anderen.
2. Bewege dich in die durchschnittliche Richtung deiner nächsten Nachbarn.
3. Bewege dich auf die durchschnittliche Position deiner Nachbarn zu.
Diese Regeln wurden 1987 von Craig Reynolds formuliert.
9.1.3 Springende Gene
Abbildung 9.5: Mais mit verschieden gefärbten Körnern
1948 untersuchte die amerikansiche Biologin Barbara McClintock Mais, dessen Kol-
ben unterschiedlich gefärbe Körner enthielten (siehe Abbildung 9.5). Sie entdeckte dabei,
daß bewegliche Genabschnitte (springende Gene, Tranposons) für Farbmuster der Körner
verantwortlich sind. Für diese Entdeckung erhielt sie 1983 den Nobelpreis. [15]
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9.2 Durch Algorithmen erzeugte Strukturen
9.2.1 Turtlegraphiken
Turtlegraphiken werden durch einen Schreibstift erzeugt, der sich auf einer Schreibfläche
bewegt. Es wird eine Anfangsrichtung festgelegt, in die sich der Stift am Anfang bewegen
kann. Er wird über folgende Befehle gesteuert:
• F Bewegung in die aktuelle Richtung um die Strecke d und Zeichnen der Linie
zwischen dem Start- und Endpunkt der Bewegung
• f Bewegung in die aktuelle Richtung um die Strecke d ohne Zeichnen der Linie
zwischen dem Start- und Endpunkt der Bewegung
• + Drehung um den Winkel α im positiven Sinn
• - Drehung um den Winkel α im negativen Sinn
Wählt man d = 1 und α = 30◦, so erhält man den in Abbildung 9.6 dargestellten Stern
mit der Anweisungsfolge:
F−−F+ + + + +F−−F+ + + + +F−−F+ + + + +F−−F
Die rote Pfeilspitze zeigt die Startrichtung der Turtle.
Abbildung 9.6: Turtlegraphik Stern
Um eine periodische Struktur zu erzeugen, benutzen wir eine Superturtle. Sie trägt statt
eines Stiftes einen Stempel. Am Ende jedes Wegabschnitts der Länge s wird ein Stempel-
abdruck gesetzt. Ein Teil des Weges, den die Superturtle gehen muß, um eine Viertelebene
mit Sternen zu füllen, ist in Abbildung 9.7 auf der nächsten Seite rot dargestellt. Er ist
Georg Cantors Beweis zur Abzählbarkeit der rationalen Zahlen nachempfunden.
Um die gesamte Ebene mit Sternen zu überdecken, werden drei weitere Turtles eingesetzt,
ihre Wege sind in blau, grün und orange dargestellt.
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Abbildung 9.7: Weg der Superturtle zur Erzeugung einer periodischen Struktur
9.2.2 Fraktale
Eine weitere Methode durch Algorithemen Strukturen zu erzeugen ist bei den Fraktalen
gegeben.[26] [24][20] Die fraktalen Strukturen müssen nicht gesamte Ebene ausfüllen.
Abbildung 9.8: Initiator (Stufe n = 0)
Abbildung 9.9: Generator (Stufe n = 1)
115
9.2 Durch Algorithmen erzeugte Strukturen
Abbildung 9.10: Stufe n = 2
Abbildung 9.11: Stufe n = 3
Abbildung 9.12: Stufe n = 4
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In den Abbildungen von 9.8 auf Seite 115 bis 9.10 auf der vorherigen Seite sind fünf
Stufen eines Fraktals zu sehen. Es bildet einen Linienzug.
Die Stufe n läßt sich rekursiv erzeugen. Dabei gilt:
Der Linienzug der Stufe n (Ln) entsteht, indem acht Exemplare (Ek mit 1 ≤ k ≤ 8)
des Linienzug der Stufe n− 1 (Ln−1) aneinander gefügt werden (siehe Abbildung 9.13).
Dabei wird zuerst ein Exemplar von Ln−1 (E1) gezeichnet. Der Endpunkt von Ek ist der
Anfangspunkt von Ek+1. Vor dem Anfügen wird Ek+1 um den Winkel αk+1 gedreht. Die
Winkel sind der Tabelle 9.1 zu entnehmen.
k 1 2 3 4 5 6 7
αk+1 90 -90 -90 0 90 90 -90
Tabelle 9.1: Drehwinkel beim Erzeugen des Fraktals
1
2
3
4
5
6
7
8
90
o
90
o
90
o
90
o
90
o
90
o
0
o
Abbildung 9.13: Aneinanderfügen der Linien zum Erzeugen der Stufe 1
Postscript-Programm zum Erzeugen der Stufe4
/cm {28.346456 mul} def1
0.01 cm setlinewidth2
1 cm 8 cm translate3
0.0625 0.0625 scale4
/angle 7 array def5
angle 0 90 put6
angle 1 -90 put7
angle 2 -90 put8
angle 3 0 put9
angle 4 90 put10
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angle 5 90 put11
angle 6 -90 put12
/stufe013
{14
/y0 exch def /x0 exch def15
x0 cm y0 cm moveto16
1 cm 0 cm rlineto17
} def18
/stufe119
{20
/y1 exch def /x1 exch def21
x1 y1 stufe022
currentpoint /y exch def /x exch def23
0 1 624
{25
/n exch def26
x y translate27
angle n get rotate28
0 0 stufe029
currentpoint /y exch def /x exch def30
} for31
} def32
/stufe233
{34
/y2 exch def /x2 exch def35
x2 y2 stufe136
currentpoint /y exch def /x exch def37
0 1 638
{39
/n exch def40
x y translate41
angle n get rotate42
0 0 stufe143
currentpoint /y exch def /x exch def44
} for45
} def46
/stufe347
{48
/y3 exch def /x3 exch def49
x3 y3 stufe250
currentpoint /y exch def /x exch def51
0 1 652
{53
/n exch def54
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x y translate55
angle n get rotate56
0 0 stufe257
} for58
} def59
/stufe460
{61
/y4 exch def /x4 exch def62
x4 y4 stufe363
currentpoint /y exch def /x exch def64
0 1 665
{66
/n exch def67
x y translate68
angle n get rotate69
0 0 stufe370
} for71
stroke72
} def73
1 6 stufe474
9.2.3 Lindenmayer-Systeme
Lindenmayer-Systeme (kurz L-Systeme) sind Algorithmen zum Erzeugen von Strukturen.
Es gibt kontextfreie, kontextsensitive und parametrische L-Systeme.
Kontextfreie L-Systeme werden durch ein Tripel G = {V, ω, P} beschrieben. Dabei ist V
ein Alphabet, ω ∈ V + ein nicht leeres Wort, welches Axiom oder Startwort genannt wird
und P ∈ V × V ∗ eine endliche Menge von Produktionen.
Beispiel: V = {a, b}, ω = b und P = {a→ ab, b→ a}
a b a a b a b a
a b a a b
a b a
a b
a
b
Abbildung 9.14: String abaababa produziert mit den obigen Regeln (nach [26])
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Wählt man V = {a, b, c}, ω = c und P = {a → aba|λ, b → bab, c → aba}, so
erhält man einen periodischen String mit der Periodenlänge zwei. Hier die ersten drei
Ableitungsschritte:
c→ aba→ ababababa→ ababababababababababababab
λ wird benutzt, um das letzte a des zuletzt erzeugten aba abzuschneiden.
Zahlreiche weitere Beispiele findet man in [26].
9.2.4 Mustererzeugung mit Font
Abbildung 9.15: Mit Kapitza-Fonts erzeugte Struktur
In [14] wird beschrieben, wie sich aus den Glyphen eines Graphikfonts Muster erzeugen
lassen.
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Abbildung 9.16: Einige Glyphen aus dem Font Stripe 01 01
In Abbildung 9.16 sind einige Glyphen aus einem der zahlreichen Fonts zu sehen. Die
Fonts lassen sich in verschiedenen Farben darstellen. Verwendet man den Adobe Illustra-
tor, so kann man mit mehreren Ebenen arbeiten (siehe Abbildung 9.15 auf der vorherigen
Seite).
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10 Ausblick
Im Rahmen dieser Arbeit wurden aus der Vielzahl von Strukturen nur einige wenige
betrachtet. Es wurden nur solche in der Ebene untersucht und hier gab es weitere Ein-
schränkungen. Der Abschnitt 6.2.1 auf Seite 58 beschäftigt sich nur mit gleichseitigen
Dreiecken. Aber auch rechtwinklige Dreiecke und gleichschenklige mit einem 120◦-Winkel
lassen sich als Kacheln verwenden, wie die Abbildungen 10.1 und 10.2 zeigen.
Abbildung 10.1: rechtwinklige Dreiecke
Abbildung 10.2: gleichschenklige 120◦-Dreiecke
Aber es wurden auch nur solche periodischen Strukturen in der Ebene untersucht, für
die Verschiebungen als Deckabbildungen infrage kamen.
Jedoch auch andere affine Abbildungen können eine Periodizität in der Ebene beschrei-
ben. Beispiele dafür sind in den Abbildungen 10.3 auf der nächsten Seite und 10.4 auf
der nächsten Seite zu sehen In Abbildung 10.3 auf der nächsten Seite ist eine Struktur
zu sehen, für die geeignete Drehungen Deckabbildungen sind.
Die Mittelpunkte der schwarzen Kreise lassen sich am besten durch Polarkoordinaten ρ
und ϕ beschreiben. Wenn r der Radius der Kreise ist, so gilt:
ρ = k
r∑
i=1
i, ϕ =
2pi
n
(mit n ∈ N)
Drehungen um den Winkel 2pin sind dann Deckabbildungen. Für die Abbildung wurde
n = 6 und k = 2, 2 gewählt.
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Abbildung 10.3: Rotationsperiodische Struktur
In Abbildung 10.4 ist eine spiegelungsperiodische Struktur aus schwarzen Elementen zu
sehen. Jede Verkettung von Spiegelungen an den roten Achsen ist eine Deckabbildung
für die Struktur.
In Räumen deren Dimension größer als zwei ist, gibt es ebenfalls periodische Strukturen.
Eine dreifach periodische Struktur im dreidimensionalen Raum ist in Abbildung 10.5
auf der nächsten Seite zu sehen. Jede Verschiebung um eine Linearkombination der drei
dargestellten Vektoren ist eine Deckabbildung für die Struktur.
Abbildung 10.4: Spiegelungsperiodische Struktur
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Abbildung 10.5: Dreifach periodische Struktur
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11 Anhang
11.1 Hintergrundsinformationen
Beleuchtungsstärke Die Beleuchtungsstärke E ist definiert als
E =
dΦ
dA
,
Dabei ist Φ der Lichtstrom und A die bestrahlte Fläche. Sie wird in Lux(lx) gemessen.
Lichtstrom Der Lichtstrom Φ bezeichnet die Strahlungsleistung in der Fotometrie. Er
wird in Lumen(lm) gemessen.
Pointilismus Der Pointilismus, auch Neoimpressinismus, ist ein Malstil des späten .
Jahrhunderts in dem die Farbtheorien des Impressionismus weiterentwickelt wurden. Da-
bei wird die Farbe statt in Flächen in Punkten oder Strichen auf die Leinwand gegeben.
Jede Farbfläche wird in Farbpartikel zerlegt, deren komplementäre Kontraste sich im
Auge aufheben und zu abgestuften Farbtönen verschmelzen, deswegen wird dieser Stil
manchmal auch als Divisionismus bezeichnet (divider=aufteilen, zerlegen). Der Pointi-
lismus beruft sich in seiner Methode also auf die wissenschaftlichen Erkenntnisse der
Wahrnehmung, auf die Gesetze der Optik und Farbenlehre sowie auf die Physiologie des
Sehens.1
11.2 Verwendete Software
TEX, LATEX, Komascript Diese Arbeit wurde mit dem Schriftsatzprogramm TEX von
Donald E. Knuth[17] erstellt. Dabei wurden die Makropakete aus LATEX von Leslie
Lamport[19] und Koma-Script von Markus Kohm[18] verwendet.
Postscript Graphiken wurden mit nativem PostScript von Adobe System[2] erstellt.
ps2pdf Mit dem Programm ps2pdf wurden die PostScript-Graphiken nach pdf konver-
tiert zur Verwendung mit pdfLATEX.
1Quelle: http://www.abi2000-mgm.de/seminarkurs/semi/point.html Zugriff 4. 10. 2008
Ausblick
GIMP Einige Graphiken wurden mit GIMP[10] bearbeitet, da PostScript die Farbaddi-
tion nicht ermöglicht.
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